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近世 代数 课 是 数学 专业 本 科 生 的 基础 课 , 讲述 基本 代数 体 
系 的 结构 ， 本 书 分 别 介绍 群 、 环 、 模 的 结构 理论 . 群 的 理论 在 
历史 上 出 现 得 最 早 , 研究 内 容 最 丰富 , 研究 方法 最 具 典 型 性 ， 
同时 也 是 代数 学 中 应 用 最 广泛 的 分 支 , 本 书 略 深入 地 讨论 了 群 
论 的 几 个 重要 课题 . 

抽象 代数 的 思想 方法 正 疝 各 个 科学 领域 渗透 并 不 断 产生 新 
的 分 支 ， 本 书 不 追求 知识 的 完整 性 而 力求 把 有 关 商 、 同 态 、 扩 
张 等 重要 的 思想 方法 的 内 涵 讲 透 . 

定理 和 命题 的 选择 不 只 注重 其 本 身 在 理论 体系 中 的 重要 
性 , 也 考虑 到 它 的 证 明 方 法 的 示范 性 . 

本 书 是 在 笔者 多 年 于 吉林 大 学 讲授 近世 代数 课 所 用 的 各 种 
讲义 的 基础 上 , 吸收 自己 的 老师 、 间 事 们 的 教学 改革 成 果 ， 逐 
步 修改 完成 的 . 

一 般 情况 ,在 60 个 学 时 内 可 顺利 完成 全 部 教学 内 容 ， 如果 
时 间 不 充裕 , 第 三 章 $5 和 第 七 章 83 的 内 容 可 酌情 删 减 ， 而 
不 影响 整体 连贯 性 . 

作者 真诚 地 期 待 同行 和 读者 提出 宝贵 意见 . 


牛 凤 文 
2002 年 4 月 
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本 书 用 大 写 英文 字母 4, B,C，… 代表 集合 ,用 小 写 英文 
字母 c, 5，c，… 代表 元 素 . | 

a & 4 表示 a 是 集合 4 的 一 个 元 素 , 也 说 4 含 e 或 属于 
4,a 在 4 中 . 

a gh 表示 a 不 是 集合 4 的 元 素 , a 不 在 4 中 , 也 说 a 不 属 
于 4, 4 不 含 a. 

4S 了 表示 集合 4 是 中 的 子 集 , 4 的 每 个 元 素 都 是 B 的 元 
素 . 

4 瑟 BB 但 4B, 则 说 4 是 8 的 真子 集 . 

用 名 代表 空 集 , 空 集 是 任意 集合 的 子 集 . 

用 N",，N,Z, Q, R，C 分 别 代表 正 整数 集 、 非 负 整 数 集 
(自然 数 集 )、 整 数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 和 复数 集 . 

集合 4 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 称 为 4 的 宕 集合 集合 4 的 
若干 子 集 组 成 的 集合 称 为 4 的 一 个 子 集 族 . 有 时 把 4 隐 去 简称 
为 集 族 . 

设 4 是 一 个 集合 , 1 是 个 集合 , 了 的 每 个 元 素 对 应 4 的 一 
个 子 集 4 ， 则 说 集 族 . 
1A,lied (1) 
是 用 了 标号 的 , 了 是 该 集 族 的 标号 集 . 

集 族 (1) 中 所 有 集合 的 交集 记 为 P4,， 即 

站 4， = jx e 4,, 对 所 有 i e 1. 

集 族 (1) 中 所 有 集合 的 并 记 为 U4,， 即 
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U4 = {x e 4,, 对 某 个 i ee 了. 
也 就 是 说 , 交集 是 由 所 有 4, 的 公共 元 素 组 成 , 而 并 集 把 各 个 4， 
的 元 素 放 在 一 起 . 
用 4 xB 代表 集合 4、8 的 锌 卡尔 积 , 即 
AxB= {(a,b)laeh,beB}, 
这 里 , 车 al, a,e4, b,, b,eB, 那么 
(a1, 6b) = (a,, b,) 
当 且 仅 当 ai =a,, b, =b,-. 
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$1L1 映 射 


设 4、B 是 集合 . 如果 有 一 个 对 应 规则 f, 使 得 集合 4 中 的 
每 个 元 素 a 都 对 应 B 中 一 个 确定 的 元 素 5, 则 说 这 个 对 应 是 
从 集合 4 到 集合 8 的 一 个 上 映射, 记 成 


f:4—8B, 
aa 一 六 
也 写成 f(a) = 上 . 
设 4 是 个 集合 , 规定 
:A—A, 


ia 一 a. 
这 个 映射 称 为 恒 等 映 射 ， 又 因为 人 们 习惯 于 把 4 到 自身 的 映射 
称 为 4 上 变换 , 故 i, 也 称 为 4 上 恒 等 变换 . 
定义 1 设 / 是 集合 4 到 集合 有 的 映射 ， 称 集合 
lysBl 有 as4 使 y =Aa)| 
为 映射 的 象 , 记 为 Img(f), 或 (4). | 
当 Img(f) =B 时 , 说 /是 满 的 , 或 说 f 是 个 满 射 . 
当 4 中 不 同 元 素 对 应 8 中 不 同 元 素 时 , 即 a,, a, eh4, alz 
a;， 则 有 f(a1) 关 f(a,)，, 我们 说 /是 单 的 ,或 者 说 了 是 单 射 . 
如 果 j/ 是 单 射 又 是 满 射 ， 则 说 /是 个 双 射 . 
定义 2 设 4,B，C 是 集合 , 且 f: 4 一 B 和 g: B-*C 是 映 
. 规定 , 任意 ae 4 对 应 C 中 元 g(f(4)), 这 是 4 到 C 的 映 
， 称 为 f, g 的 复合 映射 , 记 为 g 。f 或 gf, 即 


泛 渤 
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g°f:A—C, 
g°f: a Bg(f(a)). 
我 们 知道 ,两 个 映射 
厂 : 4 一 卫 ,， £: 4 一 了 
相等 的 含 意 是 4, =4:，B, = B, 且 对 任意 ae 4, 和 恒 有 f(a) = 
f(a), 也 就 是 f 和 .请 对 于 4, 的 每 个 元 素 作用 相同 . 
命题 1 设 4、8、C、D 是 集合 , 那么 对 任意 映射 
六 4 一 卫 ， g: 卫 一 (C， h:C—D 
恒 有 ho。(g ef) =(hog) of 
证 明 ”容易 看 出 h。(g 。f) 和 (ho。8) ef 都 是 4 到 DD 的 映射 ， 
且 对 任意 ae 4, 有 
he (fo g)(a)= hl(g°e f(a) = h(g(fla))) 
= ho g(fla)) = (ho g)° fla). 
命题 2 设 4、B 是 集合 , f: 4 一 B 是 映射 则 
fo = ie。 =/ 
命题 3 设 4、B 是 集合 , f: 4 一 8B 是 双 射 , 则 有 g: 8 一 4 
使 
g° f=i, f°g = i 
证 明 ”由 于 f 是 满 射 , 对 于 任意 5e 8B8, 必 有 ae4 使 Fac) 
=b, 而 f 又 是 单 的 , 故 在 4 中 有 唯一 确定 的 a 使 /a) =5b, 规 


定 

g:B—A, 

g:b—a, fla) = b， 
8 是 B 到 4 的 映射 . 


对 任意 5eB, 设 f(a) =b, 则 g(5)=a, 故 
fo g(b) = f(g(b)) = fa) = b = is(b). 
从 而 fog =is. 
对 任意 ae4, 设 凡 ac) =b, 亦 有 8&(2) =a, 族 
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g° fla) = g(f(a)) = g(b) = a = i(0), 
从 而 得 go。f= 训 . 
对 于 复合 映射 使 用 图 形 语言 有 时 是 很 方便 的 . 
定义 3 设 4、B8、C 是 集合 , 若 映 射 
f:4—8B, g:B—C, h:A—C 
满足 关系 h =g。f, 则 说 图 形 


Bs Cc 
可 换 . 
例如 , 命题 2 即 图 形 
A A 
f 
Bn 人 
A f B Be >p 
可 换 , 而 命 古 3 就 是 图 形 
B B A 


可 换 , 命题 1 可 以 说 是 图 形 


肥 D 
gof hog 


BoC 


可 换 . 
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习 题 


1. 设 4,B，C 是 集合 
f:4—B, g:B—C, 
证 明 : 
(1) 如 果 f 和 &g 都 是 满 的 , 则 g 。f 亦 然 ; 
(2) 如 果 f 和 g 都 是 单 的 , 则 g。f 亦 然 ; 
(3) 如 果 g 。f 是 满 的 , 则 g 是 满 的 ; 
(4) 如 果 g 。f 是 单 的 , 则 了 是 单 的 . 
2. 条 件 如 上 题 , 举例 : 
(1) g 。f 是 满 的 , 但 /不 是 满 的 ; 
(2) g 。f 是 单 的 , 但 g 不 是 单 的 . 
3. 设 f: 4 一 B, g: BC,h: BC, 且 hof=g of 证明, 车 
f 是 满 射 ， 则 g =h. 
4. 设 /: 4 一 B8, g: 4 一 B,h: B 一 C,， 且 hh。f=h。g. 证 明 ， 
车 是 单 射 , 则 f=g. 
5. 如 果 映 射 f;: 4 一 B 和 8: 85 一 4 满足 
g°f=i, gg = ip 
证 明 , f 和 & 都 是 双 射 . 
6. 设 f 是 正 整数 集 N" 上 的 变换 fm) =m +1. 证 明 , 有 无 
穷 多 个 N"* 上 变换 g 使 go。of=i\.，, 但 没有 N* 上 变换 有 能 使 foh 


=in.. 


$2 等 价 关 系 与 分 类 


分 类 是 许多 学 科 经 常 采 用 的 研究 方法 , 一 种 科学 的 分 类 ， 
使 同类 研究 对 象 的 共同 属性 更 为 明了 , 各 类 间 的 差别 更 为 明 
晰 ,研究 工作 可 以 事半功倍 . 


第 一 章 关系 与 运算 7 


本 节 把 这 种 分 类 方法 概括 化 、 抽 象 化 . 

定义 1 设 4 是 个 非 空 集合 ,多 是 笛 卡 尔 积 4x4 的 一 个 
子 集 , 若 (a, 5) e . 史 , 则 说 a, b 有 关系 多 , 记 为 g 罗 1; 若 (a， 
b) # 交 , 则 说 4a、5 没有. 史 关系 .4 x4 的 子 集 罗 称 为 4 上 关 
系 . 匈 . 

例如 , 4=11,2,3}, 兄 =11,2)， (1,3), (2,3)}, 则 
1 .72 ，1. 允 3 ，2 .3. 

例 1 实 平 面 RxR 中 , 由 

x+y =1, 
(x-1) +y =1 

确定 的 两 个 圆周 上 的 所 有 点 构成 的 子 集 为 , 则 10, 0 1， 
( -1).%0, 2F0, 1F1,…. 

例 2 设 f: 4 一 4, 且 

p= |(a,b) eAxAlb = f(a),a eA). 

那么 , 对 每 个 ae 4 必 有 4 中 元 f(a) 与 a 有 六 关 系 ， 即 
a.RBf(a); 当 f 是 满 射 时 , 对 于 每 个 4 中 元 b 一 定 有 元 a 与 5 有 
关系 , 即 车 b=f(a) 则 a.%b, 这 样 的 a 可 能 不 只 一 个 ; 当 f 是 双 
射 时 , 对 于 每 个 ae A， 有 而 且 只 有 一 个 ceh 使 "多 ca. 

定义 2 设 史 是 4 上 一 个 关系 若 满足 

1. 反 身 性 ,， 即 对 任意 a e 4 都 有 a%Ba; 

2. 对 称 性 ， 即 对 任意 4a, be4, 只 要 ec. 和) ,， 则 必 有 ai; 

3. 传递 性 ， 即 对 任意 a, b, ce A4, 只 要 a 多)，b.%c， 则 必 
有 a%c; 则 说 罗 是 个 等 价 关系 . 

例 3 在 整数 集 乙 上 , 令 

多 = il(eob)eZxZla+8 为 偶数 }. 

首先 , 对 任意 整数 a, a + a 是 个 偶数 , 故 a.92a. 

其 次 ,对 任意 整数 ae, 5, 车 a.%b, 即 a+5 为 偶数 , 则 b+a 
为 偶数 ， 故 六 多 c. 
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最 后 ,对 任意 整数 a,b, c, 若 aHBb, bBc, 即 a+b,b+t+ec 
均 为 偶数 , 则 a +c +24 为 偶数 ， 从 而 a +e 为 偶数 , 故 有 a. 罗 c. 

于 是 ,多 是 一 个 等 价 关系 . 

在 生活 和 学 习 中 , 我 们 熟悉 的 等 价 关 系 是 很 多 的 . 

用 用,、,(R) 代 表 所 有 n 阶 实 方 阵 的 集合 ,M,、.(R) x 
Ms( 及 ) 的 子 集 史 , ， 宛 , ， 匈 ,， 宛 ,，. 罗 ,定义 如 下 : 

(4, 8) e 罗 , 当 且 仅 当 有 阶 可 逆 阵 P, 8 使 4=PBQ; 

(4,B) e 多 当 且 仅 当 有 n 阶 可 北 阵 P 使 得 4 =P BP; 

(4, B) e . 罗 , 当 且 仅 当 有 阶 可 逆 阵 & 使 得 4 =Q'B80Q; 

(4, B) e .多 , 当 且 仅 当 它们 的 迹 数 相 等 ; 

(4, B) e .多 ; 当 且 仅 当 141 = 1B1. 
则 它们 都 是 等 价 关 系 . 

又 如 , 用 下 代表 实 平面 上 所 有 三 角形 的 集合 , 且 子 集 

多 = | AAA) exFl A, 相似 于 和 A:|， 

则 多 是 个 等 价 关 系 . 

在 我 们 提 过 的 关系 中 ， 有 些 不 是 等 价 关 系 . 例如 4 = 
f1, 2, 3 ,多 ={(1,2)，(2,3)，(1, 3)}， 则 多 不 满足 反 
身 性 和 对 称 性 . 例 1 确定 的 关系 .也 不 是 等 价 关 系 . 

设 4 是 个 集合 , 给 定 4x4 的 一 个 子 集 也 就 确定 了 4 中 元 
a,b 满足 的 一 个 条 件 多 , 即 史 总 可 写成 

多 = i(a,5) eA4x414a,5b 满 足 包 | 

所 以 我 们 讨论 子 集 .多 和 讨论 与 多 对 应 的 性 质 是 一 回 事 从 
而 可 将 等 价 关 系 的 定义 换 一 种 说 法 . 

定义 3 设 4 是 个 非 空 集合 , 是 一 种 性 质 , 对 于 4 的 任 
意 有 序 元 对 a, b 而 言 , 都 可 明确 地 说 它们 满足 性 质 多 或 者 不 
满足 性 质 多 . 车 a, 5 满足 多 , 则 说 a, 5b 有 多 关系 ; 如 果 a, 4。 
不 满足 性 质 多 , 则 说 a, b 没有 关系. 

当 &a,b 有 多 关系 时 , 记 为 aSb. 车 多 性 质 确定 的 关系 


第 一 章 ”关系 与 运算 9 


有 : 

1. 对 任意 a eh 都 有 aPa; 

2， 对 任意 a, be 4A, 只 要 ac528 则 bPa; 

3. 对 任意 ce, b, ce4, 只 要 ab 且 bc 则 必 c22e. 

则 说 多 是 4 上 的 一 个 等 价 关系 . 

在 讨论 一 个 确定 问题 时 , 为 了 方便 , 有 时 把 性 质 多 虚 化 ， 
用 ~ 代替 . 

例 4 设 V 是 nn 维 实 线性 空间 , 4 是 7 的 宪 集 , 对 任意 U， 
下 e 4, 如 果 0 的 每 个 向 量 均 可 由 斑 中 有 限 个 向 量 线 性 表示 出 
来 , 县 多 的 每 个 向 量 均 可 由 避 中 有 限 个 向 量 线性 表示 出 来 , 则 
说 0U~ 下 .容易 证 明 ，~ 是 4 上 的 一 个 等 价 关 系 . 

例 5 记 区 间 [0, 1] 上 的 所 有 连续 函数 构成 的 集合 为 4， 
规定 , 对 任意 败 xz), g(x) eA, f(x) ~&(x)， 当 而 且 仅 当 


[Kaar = [edz， 


则 ~ 是 4 上 一 个 等 价 关系 . 

同样 , 在 区 间 [0, 1] 上 所 有 可 微 函 数 构成 的 集合 4 中 , 规 
定 , 对 任意 x), g(x*) <s4, f(x) ~g(x) 当 而 且 仪 当 f'(*) = 
g'(x)， 也 就 是 f(x) -g(x) 为 常数 , 则 ~ 是 4 上 一 个 等 价 关 系 . 

等 价 关系 与 分 类 问题 密切 相关 . 

定义 4 设 ~ 是 集合 4 上 一 个 等 价 关 系 , 对 于 每 个 xe4， 
称 子 集 

S,= lyeAly~x| 

为 由 x 确定 的 等 价 类 . 

例如 , 在 例 3 给 出 的 ZZ 上 等 价 关系 , 即 ~5， 当 且 仅 当 。 
+ 为 偶数 ,那么 
S 
4 


1 ， -1， 1， 3， |}, 
2 二 人 -2,， 0, 2,4, | 
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且 $S\=S,=5,, S60=8.,=5,. 
命题 1 设 4 是 个 非 空 集合 ，~ 是 4 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 
用 $. 代表 x 在 ~ 之 下 确定 的 等 价 类 , 那么 : 
1. 对 任意 xe 4, 等 价 类 5, 非 空 ; 
2. 对 任意 x, ye4, 车 5, 关 5,, 必 SS,n5S,=; 
3. 4 恰 为 所 有 不 相同 的 等 价 类 的 并 集 . 
证 明 对 任意 xe4, 由 于 ~ 是 等 价 关 系 ， 有 反 身 性 ， 即 x 
~%， 胡 和 ES.，S. 关 何 . 
如 果 *, ye4, 和 且 5S,nS, 关 名 , 可 设 ze5, 站 5S,， 则 z~x,z 
~y, 从 而 x ~y, 进而 xe S,, 再 用 传递 性 得 5, C5,， 对 称 地 可 
得 S,SS., 最 后 得 $, =$,. 这 说 明 5, 和 5, 或 相同 或 不 相交 . 
由 于 每 个 x*e4 均 有 xeS,, 才 4= U5; 把 其 中 相同 的 等 
价 类 剔除 , 则 4 即 为 两 两 不 交 的 等 价 类 的 并 集 . 
一 个 集合 A, 有 以 1 为 标号 集 的 子 集 族 
iT. CAlieN, 
满足 : 
1. 对 任意 iel, TO; 
2. 对 任意 i jel, 当 izxj 时 , T,NT =O; 
3. A=UT,; . 
则 说 这 个 子 集 族 给 出 集合 4 的 一 个 分 类 . 
命题 2 若 集 合 4 由 子 集 族 
人 GATE 也 
决定 一 个 分 类 ， 规定, 任意 a, bs4,.a~8 当 而 且 仅 当 a,，? 属 
于 同一 个 工 , 则 ~ 是 A 上 一 个 等 价 关系 . 
. 证 明 ”该 分 类 是 确定 的 ， 从 而 对 任意 4a, be A 而 言 , a,b 
或 者 在 同一 个 子 集 内 或 者 分 属 不 同 子 集 , 即 a。~b 了 或 a, 5b 没有 
~ 关系 是 明确 的 . ~ 是 4 上 一 个 关系 . 
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对 任意 as4, 必 有 is7 使 ws7， 从 而 可 以 说 co, aa 在 了 
中 , 即 a~a，~ 具 有 有 反 身 性 . 
对 任意 a, be 4, 车 a~b, 即 有 ie1T 使 
a eT, beT,, 
当然 有 5~a, 即 ~ 有 对 称 性 . 
设 a~b,b~c, 即 有 i,je1 使 
a,beT,, b,ceT, 
由 于 在 分 类 中 5 属于 唯一 确定 的 7,, 可 知 必 有 i=j, a, ce TT， 
a ~c，~ 具 传递 性 . 
这 样 就 把 分 类 与 等 价 关系 对 应 起 来 了 . 
例 6 看 例 5 的 第 二 个 例子 , 由 f'(x) =g'(x) 确 定 f 作 x) ~ 
g(x)， 从 而 得 4 的 一 个 分 类 对 任意 可 微 函 数 态 xz) ， 
Sr = {g(x) e Al g'(x) = 万 (xs)|， 
且 


A= U So 
ae AL 


这 种 表达 中 的 等 价 类 有 些 是 重复 的 . 
例 7 看 例 2 之 等 价 关系 , 它 把 整数 集 分 成 两 个 等 价 类 ， 
即 ZZ 是 奇数 集 与 偶数 集 之 并 
Z = 5S, U S$,. 
这 种 写法 中 无 重复 项 . 
定义 5 设 ~ 是 集合 4 上 的 一 个 等 价 关 系 , 了 是 4 的 一 个 
子 集 , 如 果 了 中 不 同 的 元 素 的 等 价 类 一 定 不 同 , 且 4= U5,, 则 
T 是 关系 ~ 之 下 的 完全 集 . 
车 了 是 等 价 关 系 ~ 之 下 的 一 个 完全 集 ， 则 称 集合 
A=iSlter7) 
为 等 价 关系 ~ 的 商 集 ， 有 时 记 4 =A4/ ~. 
对 于 一 个 等 价 关 系 ~ 可 能 有 很 多 不 同 的 完全 集 , 例 3 中 
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{0, 1}, {1,21}, {-1,100} 
都 是 完全 集 . 
但 由 ~ 决定 的 商 集 是 唯一 确定 的 , 与 完全 集 的 选择 无 关 ， 
4/ ~ 乃 是 其 所 有 不 同 的 等 价 类 构成 的 集合 ， 例 3 中 
Z/ ~= {S56,S} = {5,, $,}, 
因为 S, 和 5, 是 相同 的 集合 , 都 是 偶数 集 . 
又 如 , 在 例 5 中 , 我 们 用 常数 c 代表 函数 
flx) = c， xe [0,1], 
则 实数 集 R 是 所 说 等 价 关系 ~ 的 一 个 完全 集 . 因为 {5.1lce Rj 
包含 了 所 有 不 同 的 等 价 类 . 当然 , 所 有 过 原点 的 直线 函数 cx 也 
构成 一 个 完全 集 
{S,lce Ril. 
因为 , 若 败 x) 是 [0, 1] 上 连续 函数 , 且 
[fs)dr =%, 
则 /A(x) ~2bx, 即 fx) e Sw 且 不 同 的 直线 的 等 价 类 不 同 . 
再 如 , 在 必 ,,,(R) 中 规定 4 ~B 当 而 且 仅 当 有 n 阶 可逆 阵 
P, 8 使 得 4=PBQ, 那么 ，~ 是 个 等 价 关 系 . 学 过 线性 代数 后 
知道 , 4 ~B 的 充 要 条 件 是 它们 秩 数 相同 , 故 
0 1 
0 0 


0 0 
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是 ~ 之 下 的 一 个 完全 集 ， 而 
M...(R)/ ”~ 一 { 7 ， 了 ， "> 了 9 
其 中 了 ,是 所 有 秩 数 为 i 的 nn 阶 方 阵 的 集合 . 


习 题 


1. 用 4 x4 的 子 集 ,多 表达 下 列 关系 : 
(1)A4={1,2,3,4,5}, 当 a<b 时 , 说 a,b， 有 .多 关 系 ; 
(2) 4=12,3,4, 5] , 当 a, 6 互 案 时 , 说 ,5 有 多 关系 
(3) 4=13,6, 9, 12], 当 整除 5 时 , 说 a,5 有 吻 关 

系 . 

2. 给 出 一 个 关系 , 它 有 对 称 性 、 传 递 性 但 无 反 身 性 ; 给 出 
一 个 关系 , 它 有 反 身 性 、 传 递 性 但 无 对 称 性 . 给 出 一 个 关系 ， 
它 有 反 身 性 、 对 称 性 但 无 传递 性 . 

3. 设 4 是 非 空 集合 , 且 对 每 个 正 整数 i 

%, CC A x A, 
均 确定 一 个 等 价 关系 . 证明, 如 果 对 任意 i 恒 有 多 ,5 多 ,,，， 则 
并 集 多 = U 多 ; 也 确定 一 个 等 价 关系 . 


4. 设 是 一 个 正 整 数 , 在 Z 上 规定 整数 a ~b 当 而 且 仅 当 
n 整除 a -5b. 证 明 ~ 是 个 等 价 关 系 , 给 出 Z/ ~. 
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我 们 已 经 接触 过 很 多 运算 ， 如 数 的 乘法 、 和 矩阵 的 加 法 、 向 
量 的 加 法 、 多 项 式 的 结 式 等 等 . 它们 有 什么 共同 的 性 质 呢 ? 抽 
象 代 数学 中 所 要 研究 的 运算 的 对 象 不 再 是 简单 的 数字 而 是 任意 
集合 . 

定义 1 设 $ 是 个 非 空 集合 , 把 Sx5 到 5 的 映射 / 称 为 是 
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$ 上 的 一 个 二 元 运算 , 有 时 简称 为 一 个 乘法 , 且 简 记 和 zx, y) = 
XY, 

容易 看 出 , 数 的 加 法 、 减 法 、 乘 法 是 整数 集 上 的 运算 , 也 
是 有 理 数 集 、 实 数 集 、 复数 集 上 的 运算 . 

数 的 减法 不 是 正 整 数 集 N' 上 的 运算 , 因为 它 不 能 指明 整 
数 2, 3 在 N' 中 对 应 何 元 

在 有 理 数 集 Q 上 , 中 学 里 讲 的 “除法 ”不 符合 这 里 关于 运 
算 的 定义 , 因为 (0, 0) se Q x Q 但 不 对 应 任何 有 理 数 . 
”人 例 1 在 正 整数 集 N" 上 , 规定 (m, n)eN* xN' 对 应 mm 
的 次 短 m", 这 是 N' 的 一 个 运算 . 

例 2 设 4 是 一 个 集合 , M(4) 是 由 所 有 4 到 4 的 映射 构 
成 的 集合 , 规定 , 对 任意 (f, g) e M(4) xM(4), 对 应 g 。fe 
M(4) , 则 得 到 M(4) 上 一 个 运算 . 

当 4 为 4 元 集 时 , 不 妨 简 记 

A = {1,2, … ,nn}， 

而 把 4 到 4 的 双 射 记 为 置换 


”= (0 02) . ze) 


_ 1 2 n 
ar -0 
当然 > 也 可 以 写成 
Let ve et) 
TO(1) 70(2) … 70(n) 
则 规定 置换 o, 7 对 应 置换 


_ 1 2 n 
"0 (je 70(2) … 本 
这 是 变换 “复合 "运算 的 一 种 特殊 情形 . 
例 3 设 4 是 一 个 集合 , 5 是 4 的 寡 集 规定， 对 任意 
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(U,V)eSxS, 对 应 UNV, 则 得 到 5 的 一 个 运算 . 若 规定 
(U,V) 对 应 UUV, 也 得 到 5 的 一 个 运算 . 
对 于 有 限 集 4, 可 以 把 4 x4 的 所 有 元 素 及 其 对 应 元 列 出 
来 . 这 样 的 表 称 为 运算 表 . 
例 4 集合 | 好 , 坏 | 上 , 规定 
(好 , 好 ) 一 好 ， (好 , 坏 ) 一 坏 ， 
( 坏 , 好 ) 一 坏 ， ( 坏 , 坏 ) 一 坏 . 


其 运算 表 是 
| 好 坏 

好 好 环 

环 坏 坏 


定义 2 设 .是 集合 4 上 的 一 个 运算 , 若 对 任意 4a, b, ce 
4, 都 有 
(ab) .cec=a: (pc) 
则 说 运算 . 满足 结合 律 , 车 对 任意 4a, be4, 都 有 
a'b=b'a, 
则 说 : 满足 交换 律 . 
整数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 上 的 加 法 和 乘法 都 满足 结合 律 
和 交换 律 ， 但 减法 运算 不 满足 结合 律 ， 也 不 满足 交换 律 ， 
在 矩阵 集 M。.。(R)， 规 定 
(Ca3), (bs)) E Ms(R) x Mo(R) 
对 应 (cy) ,其 中 
Cy = Deabs, 
则 得 M,.,( 及 ) 的 一 个 运算 ， 就 是 线性 代数 学 中 的 矩阵 乘法 , 它 它 


满足 结合 律 但 不 满足 交换 律 . 
例 1 中 的 运算 不 满足 结合 律 , 因为 
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(2.1).2=2: .2=2? =4， 
2.(1.2) =2.12=2: =2. 
例 5 在 M,.,(R) 上 规定 , 任意 4, Be M,,,(R) 对 应 4.B 
=4A +B ~48, 则 运算 ， 满足 结合 律 . 
证 明 对 任意 m” 阶 实 算 阵 4, 8B, C， 有 
(A4.B):.C 
=(A+B-AB).C 
=A+(B-AB+C)- (4A+B-AB)C 
=A+B+C-AB-AC-BC+ (AB)C, 
A.(B.C) 
=A.(B+C-BC) 
=A+(B+C-BC)-A(B+C -BC) 
=A+B+C-BC~AB-AC+A(BC). 
故 (4.B).'C=A. (B.C). 
数 的 运算 中 , 数字 0 和 1 地 位 很 重要 . 因为 对 任意 数 a 而 


mt 


a+0 = a, la = a. 

同样 的 事情 在 矩阵 的 加 法 、 乘 法 ,函数 的 加 法 、 乘 法 ,变换 的 
复合 中 也 可 以 见 到 . 基于 这 样 的 背景 ， 有 

定义 3 设 ' 是 集合 4 上 的 一 个 运算 , 如 果 有 ee4h 对 任意 
aeh 恒 有 
则 说 e 是 4 在 运算 : 之 下 的 一 个 恒 等 元 , 也 说 是 单位 元 . 

例如 , n 阶 单位 矩阵 是 M,、,(R) 在 矩阵 乘法 之 下 的 一 个 单 
位 元 . 零 矩 阵 是 M,、,(R) 在 矩阵 加 法 之 下 的 一 个 单位 元 . 

例 4 中 的 集合 {好 , 坏 上 在 所 指 的 乘法 之 下 , 元素 "好 "是 个 
单位 元 . 

例 3 中 集合 4 的 守 集 5 中 的 元 素 4 在 运算 个 之 下 是 个 恒 等 
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元 , 因为 , 对 任意 Ve5, 即 VSG4 恒 有 
ANV=VNA=TV. 
同 理 ,5 的 元 素 空 集 名 在 运算 UU 之 下 是 一 个 恒 等 元 , 因为 ， 
对 任意 VeS, 即 YE4, 有 
VUSBS= GUV=V. 
在 正 整 数 集 N" 上 规定 m, ne N' 对 应 nh 的 n 次 备 m"， 即 
m:n=m’, 
则 任何 元 素 都 不 是 的 单位 元 , 否则 , 可 由 
e'2=e=2=2.e=2 
推出 e=1, 1 =2 了 矛盾. 
命题 3 对 于 集合 4 上 的 运算 ' 而 言 , 如果 有 恒 等 元 , 则 
必 唯 一 . 
证 明 ”如 果 e, /都 是 4 在 .之 下 的 恒 等 元 , 由 于 。 是 恒 等 
元 , 应 有 


e-f=f.e=/, 
但 f 也 是 恒 等 元 , 又 应 有 
f+e=e:f=e, 
故 
e = 大 


使 用 矩阵 工具 时 都 知道 , 车 n 阶 和 矩阵 4 可 道 ,也 就 是 有 
阶 阵 刀 使 4B = B4 = 工 , 则 当 4 出 现在 线性 方程 组 中 或 出 现在 
和 矩阵 方程 中 , 就 可 以 在 等 式 两 端 搬 来 搬 去 ( 乘 首 矩阵 4…) , 十 
分 方便 , 对 于 这 种 元 素 理 应 予以 特别 注意 . 

定义 4 设 . 是 集合 4 上 的 一 个 运算 ,。e 是 :之 下 的 恒 等 
元 , a 是 4 的 一 个 元 素 , 如 果 有 元 素 5e4 使 

a:b=b:a=e 
则 说 a 是 4 的 在 .之 下 的 一 个 可 逆 元 , 8 是 4 的 一 个 道 元 素 . 
葬 如 ,整数 集 Z 在 数 的 加 法 之 下 数 0 是 恒 等 元 ( 必 唯 一 小 
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数 -2 是 数 2 的 一 个 逆 元 . 
n 阶 置换 的 集合 4 在 置换 乘法 之 下 , 恒 等 置 换 是 个 单位 元 
( 必 唯 一 ) , 且 每 个 置换 
| 1 2 ‘0 n ) 
cll) o(2) … ol(n) 
都 可 逆 ,置换 
("™ o(2) … “7 
1 2 a n 
是 它 的 一 个 逆 元 . 
命题 4 设 集合 4 上 的 运算 ,满足 结合 律 且 有 恒 等 元 e， a 
e A. 如 果 a 有 逆 元 , 则 必 唯 一 . 
证 明 如果 b,c 都 是 a 的 道 元 , 即 


Da=a = e， 


1. 在 整数 集 Z 上 , 规定 
m:n=2m+n,， 任意 mneZ 
证 明 , 运算 ,不 满足 结合 律 ,， 不 满足 交换 律 , 也 没有 恒 等 元 . 

2. 给 出 例 5 中 运算 ' 的 一 个 恒 等 元 . 

3. 设 . 是 集合 4 上 的 一 个 运算 ， 且 满足 结合 律 . 3 是 4 的 
等 集 . 规定 ,8 的 任意 元 8, C( 也 就 是 4 的 二 个 任意 子 集 ), 对 
应 5 的 元 

BxC= {a:beAlaeB,be dl. 
证 明 , 运算 x 满足 结合 律 . 
4. 设 A={0, 11, 其 运算 表 是 
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x 0 1 
0 0 1 
1 1 0 


证 明 , 运算 x 满足 结合 律 和 交换 律 , 而 且 有 和 恒 等 元 , 且 每 
个 元 都 有 逆 元 . 


二 章 群 


一 个 集合 带 有 一 个 运算 , 此 运算 满足 结合 律 ， 再 加 上 有 人 恒 
等 元 及 每 元 均 可 逆 的 要 求 ， 就 成 为 一 个 群 。 数学、 物理 学、 化 
学 、 生 物 学 , 甚至 社会 科学 中 很 多 研究 对 象 经 抽象 化 后 ,表现 
出 的 最 基本 的 数学 结构 特点 就 是 它们 是 一 个 群 . 

这 个 抽象 过 程 , 数学 上 称 为 公理 化 . 满足 群 的 定义 的 几 条 
公理 的 任何 系统 都 是 群 论 的 研究 对 象 . 在 公理 之 下 演绎 出 来 的 
命题 、 定 理 对 它们 都 适用 . 我们 得 到 的 一 般 原 则 就 可 以 指导 每 
一 个 具体 的 群 的 研究 . 


$1 和 群 的 定义 


定义 1 一 个 集合 C 和 6 上 一 个 运算 ' 满足 如 下 条 件 : 

(1) 运算 ' 满足 结合 

(2) 有 恒 等 元 e; 

(3) C 的 每 个 元 都 有 逆 元 ; 
则 说 (G，，…) 是 个 群 , 在 不 致 引起 混淆 时 ,可 把 特 指 的 运算 ， 
省 略 不 提 , 而 简单 说 6 是 个 群 . 

例如 , 用 + 代表 数 的 加 法 ，x 代表 数 的 乘法 ,R 代表 所 有 
正 实数 的 集合 , 4= {1，-11, 则 

(Z, +), (R, +), (R’, x), (A, x) 

都 是 群 . 

所 有 元 置换 构成 的 集合 , 在 置换 的 乘法 ( 即 复 合 之 下 ) 是 
个 群 , 通常 称 为 n 阶 对 称 群 . 


第 二 章 群 21 


例 1 用 M(4) 代 表 非 空 集 4 上 所 有 双 射 变换 构成 的 集合 ， 
用 代表 映射 复合 , 则 (MM(4) ，' ) 是 个 群 . 

例 2 用 35 代表 数 域 2 上 所 有 阶 可 道 和 矩阵 构成 的 集合 ， 
用 ' 代表 矩阵 乘法 , 则 (S，' ) 是 个 群 , 称 为 0 上 n 阶 完全 线 
性 群 . 

例 3 上 节 习 题 之 第 4 题 (10, 1} ，' ) 是 个 群 , 它 在 电子 
计算 机 和 逻辑 学 中 代表 两 种 状态 间 的 一 种 相互 作用 . 

例 4 对 任意 给 定 的 实数 对 (a, 5), az#0, 用 所 ,代表 到 到 
R 的 变换 

大: 及 一 及 ， 
fo: x ax+b, 

所 有 这 样 的 变换 构成 的 集合 记 为 4, 则 4 在 变换 的 复合 运算 。 
之 下 构成 一 个 群 . 

首先 , 要 说 明 “ 复 合 ”确实 是 4 上 的 运算 . 任 取 (a, 2) 和 
(c,d), azx0, cx¥0, 则 

(fs° fa) (x) = fs(f.al%)) 
= 人 (cx +d) = acx + (ad + b),， 
且 acz0, 故 
fas 大 = Js E 4， 

即 。 是 4 上 的 运算 . 

其 次 , fo(*) =x=in(x), 故 fo 是 4 的 杜 等 元 . 

最 后 ,对 任意 /,e4, 即 (a, 5)e RxR, azx0, 看 由 
(a-!，-a-'b) 决 定 的 变换 g =f-'-。-w， 则 

g° fs =fas°& = fi,o: 

总 之 ,(4，°) 蚌 个 群 . 

在 第 一 章 $3, 我 们 已 经 知道 , 如 果 4 上 运算 ' 满足 结合 
律 , 有 恒 等 元 e, 那么 , 4 的 任意 可 道 元 只 能 有 了 唯一 一 个 逆 元 . 
在 群 (C6，:. ) 中 , 每 个 元 g 都 有 逆 元 , 它 由 & 唯一 确定 , 今后 就 
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记 为 a '. 同时 , 群 (G，… ) 中 两 个 元 素 a, 的 运算 结果 ac :4b 
简 记 为 ab, 而 说 到 群 (G，，… ) 时 可 不 特别 指明 该 运算 , 而 简 说 
C 是 个 群 . 
命题 1 设 6 是 个 群 , a, be 6G, 则 ac 的 闭 元 恰 为 e，ob 
的 逆 元 恰 为 8"a'， 即 
(a 1)™ = a， (cb = 0 
证 明 作为 G 的 一 个 元 素 c ,有 使 


-1 -1 
ag =4a Qu 二 e， 


故 4 为 a ' 的 逆 元 , 也 就 是 a= (a )” 
对 于 元 素 a6, 因为 


(bigt)(ab) = b"'(a ta)b = bb = e， 
(ab)(b a!) = a(bb')a' =aa’' = e， 
故 B81a-! 就 是 ab 的 道 元 , (ab) -= :cc 
推论 如果 G 是 个 群 ,， g,， 6 Bn EC, 则 
(gi82°"*8s) “Bi 
命题 2 设 6 是 个 群 . 对 任意 5b, ce G, 如 果 ab=ac, 则 
必 有 b=c. 
事实 上 , 在 ab =ac 的 两 端 同时 从 左 方 乘 以 a”“, 则 得 到 
ar (abg) = a (ac)， b=ce. 
这 说 明 群 中 乘法 满足 左 消去 律 . 同样 , 也 满足 右 消去 律 . 
定理 1 设 .是 非 空 集合 6 上 的 一 个 运算 且 满 足 结合 律 ， 
那么 , (G6 ) 是 个 群 当 而 且 仅 当 对 任意 a, be 6 都 有 唯一 确定 
的 c,deG 使 
a'c=b, da=b. (1) 
证 明 ”如 果 (G，. ) 是 个 群 , 那么, 对 任意 a, be 6, 令 
c=a!'.b, d=b.a'', 
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dao=b.a va= 

而 由 左 、 右 消去 律 知 a, d 唯一 . 

反之 , 如 果 对 任意 a, be G6 都 有 c,d 满足 等 式 (1). 因为 
G 非 空 , 可 任 取 一 ge C, 对 于 g, g 必 有 ee 使 e.g =g. 而 对 于 
任意 xeG, 又 应 有 使 x*=g .从 而 

exX= (eg)'h=g*:h=x. 

对 称 地 , 可 以 得 到 一 个 元 素 f, 对 任意 xe G 都 有 x:'f=x. 由 e， 
/之 特性 可 知 


即 e 为 6 之 恒 等 元 . 
对 于 任意 ae 6, 应 有 b,c, 使 
Da = e， a*c=e, 
再 由 
(al cec=ec=c=b (aa'c) = 
知 5=c 就 是 a 的 逆 元 . 

(C，' ) 是 个 群 . 

通常 把 群 的 运算 称 为 乘法 ,e 代表 恒 等 元 . 

由 于 群 的 乘法 满足 结合 律 , 取 群 的 一 个 元 素 e, a 乘 a 记 成 
oz ，aa…a 为 n 个 a 相 乘 , 则 记 为 a. 还 规定 a “= (oa ) ,nn 
>0, 及 a =e. 则 有 

命题 3 设 a 是 群 G 的 任意 元 , n 为 一 正 整 数 ， 则 

am = (a )". 
事实 上 Lo ”=(o) ,而 
Ce"(aD) =a" aa (a )"! 
=a™ (a 1)" = e， 
这 说 明 (a-!)" 是 a' 的 逆 元 ( 另 一 侧 的 验算 是 平行 的 ), 也 就 是 
(ea = (a')”! = ga". 


命题 4 设 a 是 群 G 的 任意 元 , mm, nm 为 任意 整数 , 则 
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a"a” = an ， (ea )”= ”= (a”).. 
证 明 车 m=0, 则 a =e, 有 
a"a” = ea” =a =a" 
(a)" =e=a = am 


车 m, n 都 是 正 的 , 则 a"a" 为 m 个 a 乘 n 个 a, 等 于 mtn 个 a 
相 乘 ， 即 
a"a” = C" 
而 (o)" 是 m 个 a" 相 乘 ,每 个 a" 又 是 严 个 a 相 乘 , 总 的 结果 
是 mm 个 e 相 乘 ， 故 
(ar)" = (0)" = or 
当 m,n 均 小 于 零 时 , 由 于 
a” = (ga)™”, a" = (a ')™. 

计算 a 的 个 数 ， 即 得 所 要 的 等 式 . 

当 m 为 正 数 , n 为 负数 时 , 令 1= -n, 则 


a” 二 人 = (a )’, 
计算 a"a" 中 a 和 a 的 个 数 , 就 有 
a”"a” = a"™". 


而 且 还 有 
(a )" = (Ca ))" = (a )”= a"™. 

当 m 为 负数 , n 为 正 数 时 , 可 仿 上 证 之 . 

定义 2 ”如 果 群 6 的 运算 满足 交换 律 , 则 称 此 群 为 交换 
群 、Abel 群 或 加 法 群 . 

交换 群 的 运算 通常 称 为 加 法 , 记 为 + ,其 鲁 等 元 称 为 零 
元 , 记 为 0, 元 素 o 的 道 元 称 为 a 的 负 元 ， 记 为 -a. 

推论 、 设 a, 4 是 交换 群 6 的 任意 元 , m, n 是 任意 整数 ， 
则 

m(-a) = (-m)a <=- ma, 


(m+n)a = ma+na, 
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(mn)a = m(na), 


n(a+6b) =natnb. 
习 题 


1. 设 下 是 定义 在 ( ~ %w ,，% ) 上 的 所 有 实 函 数 的 集合 , 规 
定 , 任意 f, ge 下 ,对 应 函数 
fle: x— f(x) +g(x), x eR. 
证 明 ,(F, #) 是 个 交换 群 . 
2. 设 (CG，' ) 是 个 群 , 完成 下 面 乘法 表 , 并 说 明 此 表 的 填 
法 是 唯一 确定 的 : 


a b 
b 


ce 


3. 在 整数 集 Z, 规定 , 任意 ,De 对 应 
a*b=a+b -2, 
证 明 ，( 乙 ，* ) 是 个 群 . 
4. 用 6 代表 除 1 以 外 所 有 实数 构成 的 集合 , 规定 , 对 任意 
Xx, yeC, 
XY =X%+t) ~- %y, 
证 明 (G，* ) 是 个 群 . 
5. 设 x, y 是 群 6 的 元 素 , 且 
x yx =Y yxy=%, 
证 明 , x' =y! =e. 
6. 设 C 是 个 有 限 集 , 其 上 运算 . 满足 结合 律 , 且 满 足 左 、 
右 消 去 律 , 证 明 (G，' ) 是 个 群 . 
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8$2 子 群 


定义 1 设 (G,，: ) 是 个 群 ,五 是 6 的 一 个 非 空子 集 . 如 果 
也 是 五 上 的 运算 , 且 ( 有 及， ) 也 构成 群 ， 则 说 这 个 群 是 
(C，， ) 的 子 群 . 

例如 ,整数 加 群 是 有 理 数 加 群 的 子 群 , 也 是 复数 加 群 的 子 
群 . 

又 如 , 所 有 实 的 2 阶 可 逆 阵 作成 的 乘法 群 G 中 , 由 乞 阵 

1 0 -1 0 1 0 -1 0 
( 小， ( 0 小 ( 中， ( 0 | 
组 成 的 集合 晴 也 在 该 种 乘法 之 下 构成 群 . 

定义 1 中 要 求 群 6 的 运算 ， 也 是 集 豆 上 的 运算 , 实际 上 即 
要 求 对 任意 a, be 是 总 有 a beH, 这 个 运算 在 及 上 自然 地 满 
足 结 合 律 .因此 , 我 们 要 验证 互 是 (G6，… ) 的 子 群 ， 一 般 说 来 ， 
比 无 任何 基础 地 直接 验证 (及 ，， ) 是 个 群 要 容易 一 些 ， 

命题 1 如 果 瑟 是 6 的 子 群 , 那么 6 的 恒 等 元 e 必然 属于 
H. 

事实 上 , 五 是 个 群 , 设 f 为 其 恒 等 元 , 则 /”=f 但 e。 是 6 
的 恒 等 元 , 必 有 f=f 于 是 在 6 中 将 f* =f=fe 从 左 端 消去 了 ， 
即 得 e =/ 

定理 1 设 (C,， ) 是 个 群 , 妃 是 6G 的 非 空子 集 , 那么 五 是 
G 的 子 群 ， 当 而 且 仅 当 

(1) 如 果 a, beH, 则 a:beH; 

(2) 如 果 ae 昌 , 则 a 在 G6 中 的 道 元 a "属于 H. 

证 明 车 吾 是 (G,，… ) 的 子 群 , 则 . 是 妃 上 运算 , 故 满足 
(1). 

又 由 命题 1 知 (G，* ) 的 恒 等 元 。 就 是 群 (五 ,，， ) 的 恒 等 
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元 , 故 对 任意 aeH, 必 有 be 使 
a.:b=b'a=e, 


但 在 6 中 a 有 逆 a 使 


从 而 知 
b=b:a.:a'=(b:.a)a'=a’', ae 区 

设 C 的 非 空子 集 妃 满足 (1) 和 (2),， 则 .也 是 吾 上 的 和 运算. 
它 自然 满足 结合 律 . 

卫 非 空 , 设 heH. 由 (2) 知 h 知 6G 中 的 逆 元 he 日 , 再 由 
(1) 知 h.h '=eeH. H 有 人 恒 等 元 . 

对 任意 ae, 由 (2) 知 a™' eH 

aa >=a aa=e. 

即 五 的 每 个 元 在 总 中 都 有 逆 . 

所 以 , (五,，* ) 是 个 群 . 

例 1 在 所 有 非 零 有 理 数 作成 的 乘法 群 Q 中 , 形 如 

2"3" ,m,nezZ 

的 集合 总 是 Q 的 一 个 子 群 - 

HH 显然 非 空 . 

任 取 2"3", m, neZ 及 2'3'eH,i,jeZ, 则 

2"3" ,237 = 2""3" € HH. 

对 任意 2"3" eH, 显然 2 "3 "eH. 

五 是 Q 的 一 个 子 群 . 

定理 2 设 (G,，* ) 是 个 群 , 是 6 的 一 个 非 空子 集 ， 那 
么 ,是 是 6 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 a, be, 必 有 
a .pe 也 

证 明 车 瑟 是 6 的 子 群 , 对 任意 a, be 已 , 由 定理 1 知 2 
eH, 进一步 又 有 a*b'el. 

反之 , 车 对 任意 a, be 有 都 a. 8“eH, 由 已 非 空 , 取 8 
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eh, 则 知 g.'g '=eeH. 

对 任意 ae 玉 , 可 推出 ea !'=a'eH. 

对 任意 a, be H, 先 推出 b-' ee 及, 而 对 于 a, 56! 又 应 有 

gag:(b ) =a:beH. 

由 定理 1 知 如 为 6 的 子 群 . 

例 2 6G 是 实 的 n 阶 完全 线性 群 ,，H 是 其 行列 式 值 为 1 的 
元 素 构 成 的 子 集 , 则 五 是 G 的 一 个 子 群 . 

事实 上 , 若 4, BeC, 141=1, 1B1=1, 则 18-'] =1. 从 而 
14118-*|1=1, 也 就 是 4B-'e 昌 ,HH 是 6 的 子 群 . 

命题 2 设 6 是 个 群 , 则 子 集 

C= igoe Glax = xa, 对 任意 x e CG} 

是 6 的 一 个 子 群 ( 称 为 G 的 中 心 ). 

证 明 由 于 ae=ea, 上 故 eeC, 5C 非 空 . 

如 果 a, beC, 那么 , 对 任意 x*e G, 有 


ax = xa, bx = xb， 
将 第 二 个 等 式 左 有 乘 56"', 再 右 绪 5“, 可 知 
xb = bx, 


于 是 有 
(ab')x = a(b i)x = (ax)8 2 = x(ab™), 
这 说 明 ab”e C, C 是 6 的 子 群 . 
命题 3 设 6 是 个 群 , 且 有 子 群 族 
{H,.Iliel1i, 
则 交集 下 = nH 也 是 6 的 一 个 子 群 
证 明 G6 之 恒 等 元 e 属于 其 每 个 子 群 下 , 故 eeH, 卫 非 
空 . 
如 果 a, be8, 则 a, be 8,, iel 但 每 个 H, 都 是 6 的 子 
群 ,， 故 
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进而 ab”e NH,=H. 日 为 6 的 子 群 
可 用 Hg<6 表示 HH 是 6 的 子 群 . 
定义 2 设 6 是 个 群 , 5 是 6 的 一 个 非 空 子 集 ， 则 称 子 群 
族 
{IiH<GIHO S| 
的 交集 为 G 的 由 S 生成 的 子 群 , 记 为 (5). 
由 于 6 本身 就 是 一 个 包含 5 的 子 群 , 故 定义 2 中 的 子 群 族 
非 空 ,由 命题 3 知 5 确定 一 个 子 群 (5S). 
当 5= a,…, a,| 是 有 限 集 时 , 记 
(S$) = (al, Q@;, ,0,). 
例 3 设 6 是 个 群 , ae G6, 则 
(a) = | aa ea a ,|}. 
事实 上 , 6 的 子 集 4 = {a'lie 了 | 中 任意 元 a', a 均 使 
aa = ay = am e 14， 
这 说 明 4 是 6 的 一 个 包含 a 的 子 群 . 
对 于 6 的 任意 一 个 含 a 的 子 群 且 ,有 H 必然 包 合 e, a ', a， 
…，, 即 4<H. 故 子 群 族 
IiH<Clae Hi 
的 交集 包含 4, 而 4 又 是 该 族 中 一 员 , 所 以 4 = 《a). 
例 4 设 C 是 实 的 3 阶 完全 线性 群 , 求 它 的 由 下 列 三 元 素 


生成 的 子 群 
1 1 0 1 0 1 1 0 0 
X=|0 1 0 7= 1 0|,2 = 1 | 
0 0 1 0 0 0 0 1 
用 数学 归纳 法 容易 证 明 
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而 Z 与 XX 类 似 , 很 容易 看 出 相应 性 质 . 
实际 上 , X,Y, 2Z 都 是 初等 矩阵 , 用 它们 右 乘 一 个 矩阵 等 
于 将 该 阵 的 某 列 加 到 另 一 列 上 去 ， 有 


1 n mn 
0 1 m 
0 0 1 

而 对 任意 teZ, 又 有 


1 n mnYVl 0 上 1 n t+mn 

0 1 "| 1 小。 1 m | 

00 1 人 A 八 0 0 1 0 0 1 

故 , 对 任意 m, n, pe Z, 恒 有 
1 nn p 

E 1 中 H. (1) 
0 0 1 


另 一 方面 , 所 有 形 如 (1) 的 矩阵 的 集合 是 6 的 一 个 子 群 
(见习 题 ), 故 


1 mm P 
nD =o nm 
0 0 1 


例 5 设 C 是 n 阶 对 称 群 , 了 是 {1,…, nj 的 一 个 子 集 . 那 


e 卫 , 任意 m,n eZ 


么 
HH= lioce Clo(t) =t, 对 每 个 :te T}， 
K=ioceGlo(T) =7}, 
都 是 C 的 子 群 . 
对 任意 o, re 及 ieT, 有 
a7 (7T) = o(7 )(t)) = o(t) = 
故 ore 区 
而 对 任意 r ,re 天， 由 于 
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(or )(T) = oa(7 (7T)) = 0o(7T)=7 

亦 知 or  E 天 . 

这 两 个 子 群 是 有 区 别 的 , 一 个 保持 集合 了 不 动 , 一 个 保持 
7 中 每 个 元 都 不 动 . 车 了 只 含 一 个 元 素 , 则 五 =K. 若 了 = |11， 
…, nj , 则 

H= lel, K=6G. 

任意 群 6 都 有 两 个 极端 子 群 G 和 ie} , 通常 称 为 6 的 平凡 

子 群 . 
习 题 

1. 设 非 零 复数 在 数 的 乘法 之 下 构成 的 群 为 C, 用 i 代表 纯 

虚数 , 证 明 
{11,—1,i,—il 

是 6 的 一 个 子 群 . 

2. 证 明 , 所 有 形 如 
1 m p 
0 1 zn 
0 0 1 
的 矩阵 的 集合 是 实 的 3 阶 完全 线性 群 的 一 个 子 群 . 

3. 在 复 的 2 阶 完全 线性 群 6 中 , 矩阵 


， 710 ， n,peZ 
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构成 6 的 一 个 子 群 . 
4. 在 四 阶 对 称 群 5, 中 令 了 = {1, 21, 求 
H= {oceGlo(t)=1t,t=1,2|, 
K=ioceGlo(T) =7,)}. 
5. 看 一 个 实 的 四 元 函数 
xx Ka3s Ka) = XiX2 + X3 十 %4。 
证 明 ， 所 有 使 f 不 变 的 四 阶 置换 a， 即使 
fxoays 3 Xo)) = f(x1, ra, x3, %4) 
的 置换 构成 四 阶 对 称 群 的 一 个 子 群 . 
6. 在 $1 例 4 给 出 的 群 (4，°。) 中 , 令 
B= {folaeR,az 0}, 
c= {lfulbeRl. 
间 B 是 4 的 子 群 色 ? C 是 4 的 子 群 吗 ? 进一步 , 证 明 , 对 任意 / 
se4, 均 有 geB, heC 使 得 
f=g°h. 
7. 条 件 如 上 题 , 给 出 ,在 4 中 生成 的 子 群 . 


$3 循环 群 
上 节 讨 论 子 群 时 已 经 看 到 ， 由 一 个 元 素 生 成 的 子 群 表达 起 


来 相当 简单 ,运算 规律 相当 明了 . 
进一步 学 习 群 论 将 会 看 到 , 这 种 由 一 个 元 素 生 成 的 群 可 以 


派生 出 很 多 复杂 而 有 实际 意义 的 群 . 

定义 1 和 群 6 称 为 循环 群 , 如 果 有 geC 使 得 EC=《8)， 也 
有 人 称 循 环 群 为 巡回 群 . 

例如 , 复数 乘法 群 C= |1，-1，i，- 计 中 ，C= 《2， 故 C 
为 循环 群 . 


又 如 , 四 阶 对 称 群 中 ， 
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e, 8&g&=(1234)， 
， 1 2 3 4 3 1 2 3 4 
se = (4 12) =<( 1 2 3 
构成 一 个 群 , 它 是 由 & 生成 的 . | 
再 如 , 整数 加 法 群 Z, 它 是 由 1 生成 的 ,当然 也 是 由 -1 生 
成 的 , 故 Z =《1〉=《 -1) 是 个 循环 群 - 
命题 1 设 6 是 个 群 , ge G. 如 果 有 不 同 的 整数 r, 上 使 8 
=g', 则 必 有 一 个 正 整数 m 使 得 
(1) 8 =e; 
(2) 对 1<i<jsm 时 , g' zi; 
(3) 对 任意 整数 1, 着 g'=e, 则 m 整除 i 
(4) lg) ={e, 8, 8 ,8" |. 
证 明 不 妨 设 r>k 由 于 g =g*, 两 端 同 乘 &“ 可 得 g “= 
e. 这 说 明 有 正 整 数 1: 使 g' =e, 从 而 集 
M= |!I:eZle =e,t>0| 
非 空 ， 它 必 有 一 个 最 小 元 , 设 为 m. 
首先 有 g&g”=e. 
其 次 , 当 1<i<j<m 时 , 由 0<j-i<m 知 
8 天 6， 有 天 有. 
再 次 ,对 任意 te Z, 若 e=g', 作 整 数 除 法 , 设 有 9,!eZ 使 
i=mgt+l Ol<m, 
则 
e=g8 =8"g = (g")'g = 8, 
而 mn 是 放 之 最 小 元 , 故 1#M, 1=0, 即 m 必 整除 
最 后 , 由 于 g”=e, g”' =g,…. 由 & 生成 的 子 群 (g) 只 全 
m 个 不 同 的 元 素 ， 即 
(g) = |e, 8,8,,8 
命题 2 设 6 是 个 群 , ge G6 如 果 对 任意 不 同 的 整数 r+, 


”上 
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都 有 g' 关 g*， 则 (g) 是 个 元 限 群 . 
实际 上 
(g) = ,gs e, Bg, es 8, ee), 
这 种 表达 中 ,元素 两 两 不 同 ,〈g) 含 无 穷 多 个 元 素 . 
命题 1 和 命题 2 概括 了 循环 群 的 所 有 情况 ,使 我 们 对 循环 
群 的 结构 一 目 了 然 . 下 面 讨论 循环 群 的 一 些 简 单 性 质 . 
命题 3 无 限 循 环 群 6 只 有 两 个 生成 元 . 
车 G=《g), 则 显然 G6= lg“). 假如 g” 亦 为 生成 元 , 则 应 
有 meZ 使 g=(g")"=g”, 必 有 mn=1,n 为 1 或 -1. 
命题 4 设 6 是 mn 元 循环 群 . 如 果 正 整数 4 与 m 互 素 , 则 
生成 元 & 的 nn 次 矫 g" 亦 为 6 的 生成 元 . 
事实 上 , g"e GC, (g") (8g). 而 m,n 互 素 时 必 有 整数 s,: 
使 
sm+t+in = 1, 
于 是 
=g"”*g" = (8")'(g)' = (g")', 
即 ge《g"), 从 而 知 (g)》= 《8g"). 
命题 5 循环 群 的 子 群 仍 为 循环 群 , 且 无 限 循 环 群 的 非 平 


凡 子 群 仍 为 无 限 循环 群 . 
证 明 若 6G 为 有 限 循环 群 
G= eg …，8 |, 
它 的 任 一 子 群 豆 可 设 为 
H= [eg 全 |， 
其 中 i … ,大 是 大 于 0 而 小 于 的 不 同 的 整数 . 设 1 是 其 中 最 
小 者 . 


可 以 断言 , ! 必 整除 每 个 i,，…, h 作 除 法 ,应 有 整数 9， 
使 


i=gql+tr, 0<r</. 
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由 于 g'eH,g eH, 故 g”“eH, 进而 
ge =8"=g(g)'eH. 
但 i 有 最 小 性 , 故 r=0, i! 整除 i 同 理 1 整除 所 以 
i = gl,*…,k = Im, 
H= {e, (g)',:, (g)"} CG (g'). 
另 一 方面 , g eH, (g') CH, 故 H=(g). 
设 6 为 无 限 循环 群 , 是 6 的 子 群 . 当 妃 = {fel 时 , H 当然 
是 循环 群 ; 当 有 Hz ie} 时, 如 果 G=(g), g'eH,izx0, 则 g'e 
吾 ， 从 而 集合 
{lieZig eH,i>0| 
非 空 . 设 m 为 该 集 之 最 小 元 . 可 以 断言 , 任意 ge" eH 时 , n 能 
被 m 整除 . 从 而 (g”") 2H. 而 (g”") CH 是 显然 的 , 故 (g”)〉=H. 
由 于 对 任意 整数 i 关 j, 必 有 im 关 jm， 
(g”)'z (g”)’, 
故人 《er") 为 无 限 循环 群 . 
命题 6 设 6=(g) 是 个 二 元 循环 群 , 且 n=si, 其 中 * 和 上 
是 正 整数 , 则 G 有 而 且 只 有 一 个 含 上 个 元 素 的 子 群 . 
证 明 看 g" 生成 的 子 群 (g"), 由 于 
e， 8 1 gn 
两 两 不 同 , 且 (g) =e， 知 
(g') = {e,g', ,8 "| 
是 上 元 群 . 
如 果 6 还 有 子 群 及 也 是 上 元 群 , 天 也 是 循环 群 ,可 设 丰 = 
《g'), 它 的 元 素 为 
本 
且 g" =e， 据 命题 1, n 整除 rnt, 即 st 整除 r,s 整除 >， 从 而 知 
(g') Clg'). 但 两 个 群 (gs'),〈《g') 都 是 :1 元 群 , 最 后 得 Cg ) = 
(g'). 
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习 是 
1. 证明, 在 复数 乘法 之 下 
1 .1 1 .1 
全 -二 +i 本 3， -于 -ii 


是 个 循环 群 , 其 中 i 是 纯 虚 数 . 
2. G6 是 个 群 但 不 是 循环 群 , 它 会 四 个 元 素 , 请 完成 其 乘法 


3. 设 6=(g) 是 无 限 循 环 群 , i, j 是 两 正 整 数 , H=《g'), 
= (gi),d 是 i,j 的 最 大 公 因 数 , m 是 i,j 的 最 小 公 倍数 . 那么 
KNH= (ge), (KUH) = (g"). 


84 陪 集 与 阶 数 


定义 1 群 G 的 元 素 的 个 数 称 为 G 的 阶 数 ， 当 6 的 元 素 个 
数 有 限时 , 用 1C1 代 表 6 的 元 数 . 对 于 群 6 的 元 素 a, 如 果 有 正 
整数 nn 使 得 a =e, 且 为 使 此 等 式 成 立 之 最 小 正 整数 , 则 说 a 
的 阶 数 为 n; 如 果 找 不 到 这 样 的 数 , 则 说 a 是 无 限 阶 的 . 

元 素 的 阶 数 也 称 为 元 素 的 周期 . 

例如 , 整数 加 法 群 Z 中 每 个 非 零 整数 m 的 阶 都 是 无 限 的 . 


又 如 , 非 零 复数 构成 的 乘法 群 中 ，-1 的 周期 为 2，- 广 + 
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iv5 的 周期 为 3， i 的 周期 为 4, 一 般 地 ， cos 2 +i sin < 的 周 


期 为 n. 
例 1 设 C 是 从 己 到 11，-1 上 的 所 有 映射 的 集合 , 在 C 
上 定义 运算 .并 称 为 乘法 , 对 任意 f, ge 6 
js:Z 一 [1 -11， 
f'g: f(x*)g(x). 
可 断言 (G6，… ) 是 个 群 . 
对 任意 f, &g, he G, 由 于 对 任意 xeZ 有 
((f*8) :hkh)(x) = (f(r)g(x)) h(x), 
(f*(g*h))(z) = f(z) (g(x)h(x)), 
知 (f* 8) .hh=f: (gh). 
C 中 元 
i:x—1 
是 6 的 恒 等 元 . 
对 任意 .fs C， 
(站 (xz) = fx)f(x) = 1 = i(x), 
即 f* f=i,f 是 自己 的 道 元 . 
故 C 是 个 群 , 每 个 非 恒 等 元 的 周期 均 为 2, 而 且 6 是 个 无 
限 群 . 
定义 2 设 瑟 是 群 6 的 一 个 子 群 , 五 在 6 中 确定 一 个 关系 
如 下 : 
a ~ 5 当 而 且 仅 当 ab™ e HH， 
称 ~ 是 互 在 6 中 确定 的 右 关系 . 
命题 1 设 妃 是 6 的 子 群 , 则 五 在 CG 上 确定 的 右 关系 ~ 是 
个 等 价 关系 . 
证 了 明 对 任意 aeC, 因 aa eH, 故 a~a. 
如 果 a,beCG 且 a~b, 即 ab”" eH, 由 于 五 是 6 的 子 群 ， 
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必 有 
(cb = be 区 
从 而 b~a. 
如 果 a, b,ceG 且 a~b,b~c, 即 ab "eH,bc ''eH. 由 
于 瑟 是 个 群 ， 知 
(ab (bc ) = ac eH, 
从 而 a ~ c. 
例 2 在 整数 加 法 群 Z 中 , 子 群 (7) 确 定 的 右 关系 是 
i ~ 了 当 而 且 仪 当 i -je 《7)， 
而 一 个 整数 属于 《7) 的 充 要 条 件 是 它 能 被 7 整除 故 i~j 的 
充 要 条 件 是 它们 用 7 除 之 的 余数 相同 . 
子 群 五 还 可 以 定义 左 关 系 .一般 说 来 , 五 在 6 中 确定 的 
左 、 右 关系 不 一 定 一 致 
例 3 在 3 阶 对 称 群 G 中 有 6 个 元 素 
e=(1)， a=(12)， b=(13), 
c= (23), d=(123)， f=(1 3 2), 
看 子 群 吾 = 1e, a} 所 确定 的 左右 关系 . 计算 得 
cd =¢cof=aelH, 
dc=fe=b¢H. 
可 知 两 个 关系 不 一 样 . 
定义 3 对 于 群 6 的 任意 非 空 子 集 4, B, 称 子 集 
{lgeGlg=ab,aeA,beB| 
为 4 与 B 的 乘积 , 记 为 4B. 
当 4 为 子 群 , B= | 中 时 , 记 4B=A4b 并 称 4b 是 4 在 CG 中 的 
一 个 右 陪 集 ; 称 54 = BA 为 4 在 6 中 的 一 个 左 陪 集 . 
例 4 看 例 3 的 3 阶 对 称 群 C 及 其 子 群 = |e, a}, 有 
Hd = {ed, ad} = {d, ec， 
Hf = 1{f, bl, 
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dH = {d,b}, 
fh = |f, cl. 
命题 2 设 有 是 6 的 子 群 ,~ 是 五 在 6 中 确定 的 右 关系 . 
那么 , 元 素 a 在 等 价 关系 ~ 之 下 的 等 价 类 恰好 是 的 右 陪 集 
Ha. 
证 明 元素 a 在 ~ 之 下 的 等 价 类 是 
S= IbeGlb~al. 
如 果 beS,b~a, 即 ba"'e8H, 由 ba !'=heHH 可 知 beHa, 故 
SCHa. 反之 , 车 beHa, 即 有 heH 使 b=ha, ba”'=heH,b 
~a, 可 知 be5S, 又 得 HeES. 所 以 ,SS = Ha. 
推论 设 五 是 群 G 的 子 群 , a, be 6, 那么 ab ”ee 日 的 充 
要 条 件 是 Ha = Hb. 
事实 上 ,ol eH 当 而 且 只 当 a ~b， 当 而 且 只 当 a, 5， 在 同 
一 等 价 类 中 ， 当 而 且 只 当 Ha = Hb. 
命题 3 如 果 五 是 6 的 有 限 子 群 , 则 子 集 Ha 的 元 素 个 数 
等 于 五 的 阶 数 . 
证 阴 ”在 集合 卫 和 Ha 之 间 建 立 一 个 双 射 即 可 . 定义 
f:H— Ha, 
f: h— ha. 
任 取 geHoa, 设 g=xa,xe 且 , 则 
g = xa = f(x), 
这 说 明 /是 满 的 . 另 一 方面 , 车 有 hh, h,e 昌 使 1(h,) =f(h,)， 
即 ha =ha, 由 于 群 满足 消去 律 , 必得 hh = 如， 这 说 明 /是 音 
的 . 
定理 1( Lagrange 定理 ) 设 6 是 个 有 限 群 , 那么 6 的 任意 
子 群 五 的 阶 数 一 定 整 除 G 的 阶 数 . 
证 明 五 决定 的 右 关系 是 CG 上 的 一 个 等 价 关 系 , 每 个 右 陪 
集 就 是 一 个 等 价 类 , 设 oa, ，…, ai 构成 等 价 关系 ~ 之 下 的 一 个 
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完全 集 ， 则 
GC=H, UUH,, 
即 6 的 元 素 分 成 上 组 ， 每 元 在 且 只 在 某 中 一 组 ， 且 各 组 元 素数 
相同 , 均 为 1 , 故 1C1 =k1HIl. 
推论 1 若 5 是 个 有 限 群 , 则 6 的 每 个 元 素 a 的 阶 数 均 能 
整除 1C1. 
”事实 上 , 元 素 a 的 阶 数 为 m, 则 (a) 为 m 元 子 群 ,，m 必 整 
除 1C1. 
推论 2 车 6 是 个 有 限 群 ，16 1 为 素数 , 则 6 没有 非 平 凡 
子 群 . 
因为 素数 1G1 只 有 两 个 正 因 子 , 其 子 群 的 阶 数 只 能 是 1 或 
者 是 161, 其 子 群 只 有 el 和 G 本 身 . 
推论 3 设 6G 是 有 限 群 ， 161 是 个 素数 , 则 G 为 循环 群 . 
事实 上 , 由 于 1G1 >1, 取 aze, 则 a 的 阶 数 不 为 1, 而 (a) 
的 阶 数 要 想 除 1G1, 只 能 有 1la)1=161, 从 而 (a) = C. 
命题 4 设 6 是 个 群 , H、K 是 6 的 有 限 子 群 . 车 1H| =m， 
1IK| =n,，IHNMKI =s, 于 和 集 HK 有 :个 元 索 , 则 mn = st. 
证 明 笛 卡 尔 积 甩 x 尺 有 mn 个 元 素 . 我 们 在 妃 x 玉 上 建立 
等 价 关 系 . 对 任意 (hh ,上 k)，(h,, bk) < 吾 x 天 ,规定 
(hi ,hb) ~ (hs,,k) 当 和 且 仅 当 hk， = hsk. 
其 等 价 性 是 显然 的 ， 而 且 石 x 下 在 ~ 之 下 有 :个 不 交 的 等 价 类 . 
现在 来 计算 任意 元 (h, k) e H xK 的 等 价 类 中 元 素 的 个 数 . 
著 (h, bh)eHxK, (h, Ek) ~ (hh, k), Bp he=hk 则 
h-'h, = 大 上 =ae HNK, 此 时 hh =ha, kb =a 天 
反之 , 若 be HNK, 由 于 (有 hb) (b"'k) =hk, 必 有 
(h, k) ~ (hb, bk). 
这 说 明 , 车 HNK= {a,…, os|, 则 (kh,&) 在 ~ 之 下 的 等 
价 类 是 
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{(h, k), (hs, oz k), , (h,, a k}, 

这 里 假定 了 a, =e. 

五 xK 有 :个 不 交 等 价 类 ， 每 个 等 价 类 都 含 ; 元素, 故 mn 
= st. 

还 有 两 个 重要 的 命题 ,它们 的 计算 有 限 群 子 群 的 阶 数 时 很 
有 用 . 

命题 5 设 5 是 一 个 有 限 集合 , 6G 是 5 上 所 有 双 射 变换 构 
成 的 群 的 一 个 子 群 . 且 对 se 5. 

H=|loceCGlo(s) =s), 
0,= lieSili=o(s), 对 某 个 rc es Cl， 

则 忌 是 6 的 一 个 子 群 ,1G1/1H,1 等 于 0, 的 元 数 . 

证 明 本章 $2 例 5 已 经 证 明了 ,是 6 的 一 个 子 群 . 

在 G 上 定义 关系 , 对 任意 o, reC 

0 ~ 7 当 而 且 仅 当 o(s) = 7(s). 

则 这 是 个 等 价 关系 . o ~7 的 充 要 条 件 是 7 o(s) =*， 充 要 条 
件 是 ri e 8H,, 充 要 条 件 是 oe 7TH,, 故 ~ 之 下 等 价 类 的 个 数 
等 于 已 在 6 中 左 陪 集 的 个 数 ，0, 的 元 数 等 于 16171H,1. 

定理 2(Cauchy 定理 ) 设 6 是 个 有 限 群 , p 是 素数 ,p 整 
除 6 的 阶 数 n, 则 6 必 有 周期 为 p 的 元 素 . 

证 明 看 p 个 G 作 成 的 第 卡尔 积 中 所 有 满足 下 面条 件 的 元 
素 所 构成 子 集 5: 

1. (Xi oo) 天 (ee，…，e)3; 

2。X1X2 Xp 二 6. 
由 于 任 取 %i，…, *,_1 eG, 令 妈 =z2…2 ， 即 得 一 个 满足 条 
件 2 的 元 , 故 满足 2 的 元 素 有 mn* 个 ,5 的 元 数 为 -I. 

研究 $ 上 的 变换 


CCxi， 和 2， 机 x,) 二 (x,， 和 3 ， 机 Xp， Xi ) ， 
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当 Y x2"…%, =e 时 , 必 有 x,…x,x! =e og 是 有 意义 的 . 因为 
是 5 上 异 等 变换 ,所 以 
G = {1,o,.…, or) 
是 个 p 元 循环 群 . 
对 5 及 G, 由 命题 5 知 , 对 5 的 任意 元 s, 其 对 应 的 0, 的 元 
数 或 为 p 或 为 1， 如果 每 个 0, 的 元 数 都 是 p, 则 由 S 诸 0, 之 并 
知 p 整除 wr ! -1, 而 p 整除 n. 矛盾 . 故 必 有 5 的 元 a, 0, 只 含 
一 个 元 素 a =(y,, Y,,，"…, 7Y,), 故 H,=G,, 于 是 有 
ol(a) = 0, (yi, Ys", y,) = (y2, ""， yp， yi) ， 
从 而 有 a=(y,y,…,7),yeG, 且 yxe, Y=e. Y 的 周期 为 p. 
例 5 设 n>>3, 在 n 次 对 称 群 5, 中 , 由 置换 
-=( 2 3 " nn-l "] 
ln nn-l … 3 2 
和 轮换 7 = (1, 2, …, mn) 生成 的 子 群 D, 称 为 二 面体 群 , 证 明 
D, 的 阶 数 为 2n. 
解 ”首先 应 注意 到 o* =1, 且 的 周期 为 n. 


进一步 , 由 
or= 人 2 3 n-l 中 4 n) 
1 nn-l » 3 2 
=( 2 3 "] 
1 n-l1 nx-2 1 
1 ( 2 n-l n )( 2 " 
T da = 
n 1 n-2 n~-ll\l n 2 
- (。 2 3 ") 
n n-l n-2 1/° 


知 gr=7T'o. 
再 看 5, 的 子 集 
H= {roli=0,1,.…%,n-1;j=0,1}), 
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对 任意 l=0, 1, 四 n-l, 由 


i-1 1 


i i i i_- i-1 i-! 
TO*T=7(0T)T =7T7T or =7 0, 


Tar = 7 0 = To9 
知 互 是 乘法 封闭 的 , 且 7"o" =1e 甩 , 加 之 
(rr) =0o"r =or =roeHh, 
可 推 知 五 是 G6 的 子 群 . 又 o, +7e 昌 , 且 对 任意 子 群 K<G, 车 
,TeK, 则 对 任意 i, jeZ 都 应 有 o', 7 eK, 故 H<K. 
所 以 , (oo, 7) =H. 
任 取 i, 1=0, 1,…,n-1 及 j,k=0,1, 如 果 
Tig = 7'0", 
不 妨 设 记忆 则 得 7 =o*' 因 o 周期 为 2,o*“’ 等 于 og 或 等 
于 1. 车 oi=1, 则 ogo*=o/, 7 =7', 得 k=j, 1=i; 车 go ”=o 
=7'', 作用 在 数字 1 上 , 得 
7 (1) =i-l+l=o0o(l1)=1. 
矛盾 . 故 卫 有 2n 个 不 同 的 元 素 . D, 的 阶 为 2n. 


习 题 


1. 设 fH 是 群 6 的 子 群 . 证 明 HH = 已 

2. 设 6 是 个 有 限 群 , 吾 是 其 子 群 , 且 1G61 =2181. 那么 ， 
对 任意 a, be G, 若 ag 日 , b 4 日 则 必 有 abeH. 

3. 设 6 是 个 有 限 群 , 8 是 其 子 群 , 且 161 =21HI. 那么 C 
对 五 的 每 个 右 障 集 一 定 是 个 左 陪 集 . 

4. 设 6 是 个 交换 群 , a, be G 的 阶 数 分 别 为 m,n. 那么 ， 
当 m,n 互 素 时 , 元 素 ab 的 阶 为 mn. 

5. 设 6 是 个 群 , a, be G6.、 那么 ab 的 阶 数 与 ba 的 阶 数 相 
同 . 

6. 若 群 6 只 有 一 个 2 阶 元 a. 那么 ,对 任意 xe6 恒 有 xa= 


aX. 
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7. 设 C 是 个 群 , 吾 是 其 所 有 非 平 凡 子 群 的 交集 .如果 天 
1el , 则 五 的 每 个 元 都 是 有 限 阶 的 . 


$5 共 思 与 群 方程 


在 计算 有 限 群 的 元 数 及 其 某 些 子 群 的 元 数 时 ,还 有 一 种 有 
用 的 分 类 方法 . 

设 6 是 个 群 ， 对 给 定 的 geC, 如 果 x, ye C 使 

X8 = BX, 78 = 87,， 
则 (xy)g =xgy=g(xy), gx“=x'g, 故 
N,= {xeGlxg = gx 

是 6 的 一 个 子 群 , 通常 称 为 g 在 6 中 的 中 心 化 子 . 

定义 1 设 6 是 个 群 , 在 其 上 定义 关系 | 

a ~ bb 当 有 旧 仅 当 有 x e G 使 6 = xax '， 

则 ~ 是 个 等 价 关 系 . 当 a ~5 时 说 a 与 5 共 罗 , a 所 在 的 等 价 类 
称 为 a 的 共 轿 类 . 

命题 1 设 6 是 个 有 限 群 , ge G6, 则 g 所 在 的 共 红 类 5, 恰 
好 含 1G1/1N, 个 元 素 . 

证 明 建立 6G 到 5, 的 映射 

Ha 一 ago ， 
则 可 得 G 上 的 一 个 关系 
b ~ a 当 而 且 仅 当 gb ”= age ， 

显然 , = 是 G 上 的 一 个 等 价 关 系 . = 将 G 分 成 不 相交 的 等 价 
类 , 不 同 的 等 价 类 对 应 的 g 的 不 同 的 共 二 元 ， 即 5, 的 元 数 等 于 
商 集 C/= 的 元 数 . 

现在 看 = 之 下 的 任意 一 个 等 价 类 的 个 数 . 对 任意 ae 6, 若 
b= 二 a， 即 

aga 1 = bg， 
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则 (c 0)g=eg(a 0)， 即 ceN， beaN,. 反之 , 若 be 
aN,, 设 b=ax, xeN,, 则 
bgb™! = (ax)g(ax)™ = a(xgx ')a'! = aga'. 

所 以 be aN, 的 充 要 条 件 是 8= a. 换言之 , 与 a 有 二 等 价 关系 
的 元 素 共 1N, 1 个 . 

故 知 ，6G/ 一 的 元 数 为 1CIZIN,1， 它 也 就 是 ,的 元 数 . 

上 节 中 , 有 限 群 G 用 它 的 一 个 子 群 H 作 障 集 分 类 时 , 每 个 
陪 集 都 含 181 个 元 索 . 而 用 共 轿 关系 分 类 时 , 各 等 价 类 所 含 的 
元 素 个 数 可 能 不 一 般 多 . 

例如 , 对 任意 xs 6, 由 x ex =e, 知 恒 等 元 。 只 与 自己 共 
二 , 即 S, = {el}. 同样 ,中心 Z 的 每 个 元 都 是 自 共 d 的 , 交换 群 
的 每 个 元 素 构 成 一 个 共 轿 类 . 

例 1 在 nn 阶 对 称 群 5, 中 注意 如 下 事实 ,车 oe5, 是 一 个 
轮换 , 设 


1 


o = (ij' k), 
则 对 任意 reS,， 有 
TOT- = (7(i) 7T( 门 … 7(k)). 

容易 看 出 $, 有 五 个 不 交 的 共 轿 类 ， 即 

le}, 

{1(12), (13), (14), (23), (24), (34)},， 

{(12), (34), (13), (24), (14), (23)}, 

{1(123), (124), (134), (234), 

(132), (142), (143), (243)}, 

{ (1234), (1324), (1243), (1342), (1432) ，(1423 ) | . 

定理 1( 群 方程 》 设 6 是 个 有 限 群 ,Z 是 其 中 心 ,在 每 个 
至 少 含 两 个 元 素 的 共和 类 中 各 取 一 个 代表 元 ,， 记 为 x ，…, Xi， 
则 
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上 
1CI=1ZI+》1CGIZINI. 
izl 


证 明 6 可 写成 不 交 的 共 轿 类 的 并 集 ， 其中, 每 个 中 心 元 
自 成 一 类 , 而 x, 所 在 共 轿 类 共有 16G1/1N,,! 个 元 素 . 

命题 2 设 6 是 有 限 群 , Z 是 其 中 心 ， 161=p", 其 中 p 是 
素数 ,nm 是 个 正 整 数 . 那么 121 关 1， 

证 明 G 是 交换 群 时 , G=2Z, 121=p" >1. 若 6 不 是 交换 
群 , 对 任意 x*¢gZ, N, 是 6 的 真子 群 ，IN,1 整 除 p”,，1G1/1N,1 
也 整除 p"，, 于 是 知 p 整除 

SICGl/IN,!, 


fl 


故 由 群 方程 知 p 整除 121. 
命题 3 设 6 是 个 有 限 群 ,1G1 =p?, 其 中 p 为 素数 , 则 6 
是 交换 群 . 
证 明 ” 据 命 题 2, 1Z1 等 于 p 或 户 , 车 I1Z21 =p , 则 2=6, 6 
为 交换 群 . 
车 1Z1 =p, 则 Z 必 为 循环 群 , 设 
Z = |e,a,', a}, 
由 于 1G1 =p’， ZG, 必 有 beG, bs2Z. 于 是 由 1《a， 4b) | 整除 
己 且 1a, 8)1zp 知 
| (la, b)|=p, (a, b) = C. 
再 由 a 是 中 心 元 , 容易 看 出 群 (a, 5) 的 任意 两 个 元 素 均 为 
可 换 的 , 从 而 G= 《a, 5〉 =2Z, 矛盾. 
设 6 是 个 群 , 是 6 的 子 群 , 不 难看 出 
N= {xeGlxhH = Hx} 
是 6G 的 子 群 . 
定义 2 设 5 是 个 群 , HH 是 6 的 子 群 , 且 对 任意 ge C, 恒 
有 gH = Hg, 则 说 HH 是 6 的 正规 子 群 或 不 变 于 群 , 通常 记 为 
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H<G. 

定理 2 设 妃 是 群 6 的 一 个 子 群 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

1. 五 是 6 的 正规 子 群 ; 

2. 对 任意 geG,heH 有 ehg 'eH; 

3. 对 任意 ge CG, 恒 有 gHg =H. 

证 明 ”车 条 件 1 成 立 , 那么 对 任意 he 有 ,由 ghe Hg 知 有 
h eH 使 gh=hig, 从 而 

hl = ghg” eH, 
即 条 件 2 必然 成 立 . 

若 条 件 2 成 立 ， 则 显然 有 gHg”C H, 但 又 应 有 
gr-1(8gHg 0DgGEg-LBEESE 有 , 故 百 =g Hg, 对 任意 gec 都 成 
立 , 即 满足 条 件 3. 

最 后 , 若 满 足 条 件 3, gHg “= 右 , 可 推出 gH = He. 

显然 ，[e| 和 G 是 6G 的 正规 子 群 ,， G 的 中 心 Z 是 6 的 正规 
子 群 . 

命题 4 设 5 是 个 群 ,天 是 其 子 群 , N 是 6 的 正规 子 群 , 则 
KN = NK 且 KN 也 是 6 的 子 群 . 

证 明 任 取 xeKN,x=kh, keK,heN, 因 N 是 6 的 正规 
子 群 , 应 有 

x = khekN= NkCNK, 
故 知 KNC NK. 同 理 还 有 NKC KN. 
进一步 , 6G 之 恒 等 元 e。 属于 天 亦 属 于 N, 故 e=eee KN. 
任 取 keK, heN, 必 有 
(iD = hk e NK = KN. 
对 任意 &, eK, h, hieN, 有 
(Eh) (Kh) = hhk)h, e ENKh, CG EKNh, ES KN. 
所 以 KN 还 是 6 的 子 群 . 
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习 题 


1. 设 五 是 有 限 群 C 的 子 群 , 且 1G1 =21H1, 则 五 是 6 的 
不 变 子 群 . 

2. 设 6 是 个 群 , 对 任意 ie7，N, 都 是 6 的 不 变 子 群 , 证 明 
AN, 也 是 6 的 不 变 子 群 . 

3. 著 N、 瑟 都 是 群 6 的 不 变 子 群 , 则 NH 也 是 6 的 不 变 子 
群 . 

4. 举例 , K、 五 是 群 C 的 子 群 ，KH 不 是 6 的 子 群 . 

5. 设 6 是 有 限 群 , p 是 素数 , p 整除 1c1, 且 

H= {xeGlx = el 

恰好 含 p 个 元 素 , 证 明 , 有 是 6G 的 正规 子 群 . 


86 商 群 


设 是 群 (G，… ) 的 一 个 不 变 子 群 , 那么 6 对 VN 的 每 个 左 
陪 集 aN 等 于 其 右 陪 集 Na, 由 NN 在 G6 中 导出 的 左 等 价 关系 与 右 
等 价 关系 一 致 ,这 个 等 价 关 系 记 为 ~. 

~ 作为 集合 G 上 的 一 个 等 价 关系 引起 6 的 一 个 分 类 , 我 们 
得 到 商 集 

G/N = G6/ ~ = {aN, bN, ……} 
它 以 NV 的 陪 集 作 元 素 . 

定理 1 设 NN 是 群 (G，: ) 的 一 个 不 变 子 群 ， G/N 代表 6 
对 NN 的 所 有 陪 集 构成 的 集合 ， 规 定 , 任意 eaN，bN e G/N 对 应 
G/N 的 元 素 abN, 则 得 GAN 的 一 个 运算 。 即 

aNe bN = (a* b)N, 
而 且 (GAN，。) 是 个 群 , 称 为 (G，， ) 对 WN 的 商 群 . 
证 明 首先 要 说 明 abN 是 由 陪 集 cN 和 bN 完全 确定 , 与 陪 
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集 代表 元 选择 无 关 ， 即 所 谓 定 义 的 合理 性 问题 . 
设 aN=aN, biN=bN, 那么 必 有 WN 的 元 素 w,v 使 
Qi = asu, b! = bv, 
从 而 
ap = a,*u" by, 
但 和 N 是 6 的 不 变 子 群 Nb, =b,N, 又 必 有 weN 使 wb, = bu'， 
故 
Qi b= (a,b) uv 
也 就 是 
(a * b)N = (a, * b,)N. 
所 以 , 规定 
CN。bN = (a* b)N, 
得 G/N 上 的 一 个 运算 . 
进一步 , 任 取 aN, bN, cNe G/N, 有 
(aN。bN)。cV = (a b)NocN= ((a*b) .oN, 
而 6 对，' 满足 结合 律 , 故 
(aNe。 bN)ocN = aNoe (bNo ceN). 
即 G/N 对 。 亦 满足 结合 律 . 
设 e 是 G 的 恒 等 元 , 看 eNe G/N， 对 任意 aNe C/N, 有 
eNoaN= (ea)N = aN。eNV， 
这 说 明 eN 是 G/N 的 恒 等 元 . 
任 取 aNe C/N, 看 a”"'Ne G/N, 有 
aNoa' N= (a:a!l)N = eN= a No, aN. 
这 说 明 G/N 的 每 个 元 都 有 逆 元 . 
所 以 ，( CAN，。) 是 个 群 . 
例 1 在 整数 加 群 (Z，+ ) 中 ,〈m) 代 表 由 正 整 数 m 生成 
的 子 群 ， 即 


《my》 = 全 -m,0,m,2m, …|}， 
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工 关 于 《my) 的 陪 集 是 
0+ lm),1+ m,n,m-1 + (m), 
因为 0, 1，…, m -1 是 完全 集 , 故 G/N 有 m 个 元 素 . 把 i+ 
《4m) 简 记 为 [局 ， 则 
Z/lm) = {[0], [1},, [mo—1}. 
当 O0<i, js<m-1, Hitj<m-1 时 
[i + [j= (Git (lm)) + G+ lm)) 
= (i+)) + (m) 
= [i+j]， 
而 车 0<i, jsm-1, 但 i+tj>m 时, i+j 所 在 的 陪 集 与 i+j--m 
所 在 陪 集 相 同 , 故 | 


[+[ 门 = [i+j- ml]. 
特别 地 , 取 m=4, 有 
2Z/(4) = {[0], [1], [2], [3]}, 


其 中 
[0] = 人 -4,0,4,8， pp 
[1] = 1.…, -3,1,5,9, | 
[2] 三 [| …， -2, 2， 6, 10, … |}, 
[3] = (2, -1,3,7,11,. 1 ， 
乘法 表 
[1] [2] 
[1] [1] [2] [3] [0] 
[2] [2] [3] [0] [1] 
[3] [3] [0] [1] [2] 
例 2 设 5 是 所 有 实 的 二 阶 可 逆 抢 阵 作 成 的 乘法 群 ,，N 是 


6 中 所 有 行列 式 等 于 1 的 矩阵 作成 的 子 群 , 则 有 N <G. 
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任 取 AeG, 设 I41 =a 由 于 4 可 道 , ax#0 及 矩阵 


B=(° 上 ] < C， 
0 1 
而 且 

1B-41=1BIL4E= aa = 1， 
知 B-I4eN,4eBN 于 是 , 集合 


(si) 


是 6 对 NN 的 陪 集 表示 的 一 个 完全 集 , 可 把 商 群 写 成 


G/N = {(: -mw 


< eR,axol 


aeR,az "| 
其 运算 是 
a 0 Bo0 aB 0 
(Go jw。 ( jw 一 人 0 jj 
一 般 说 来 , 商 群 G/N 是 由 6 对 原 有 运算 派生 出 来 的 ， G/N 
会 继承 C 的 很 多 特性 , 例如 6 为 交换 群 , 则 G/N 为 交换 群 ，C 
为 有 限 群 , 则 G/N 必 为 有 限 群 .在 第 三 章 讲 群 的 同 态 时 , 还 要 
深入 讨论 . 同时 , 在 那里 也 要 深入 研究 怎样 用 NN 和 G/N 的 性 质 
来 判断 6 的 结构 的 问题 . 
在 这 里 , 先 讲 一 些 简 单 的 性 质 . 
命题 1 设 N 是 6 的 不 变 子 群 , 那么 , 商 群 6/N 为 交换 群 
的 充分 必要 条 件 是 对 任意 a, be CG 都 有 aba'b "enN. 
证 明 如 果 C/N 是 交换 群 , 那么 ,对 任意 ,be 6 应 有 
aNo。 bN = abN = baN = bN。 aN, 
即 a6 与 ba 在 NN 的 同一 陪 集中 , 也 就 是 
(cb)(ba)- = aba be AN 
反之 , 车 对 任意 a, be C, 都 有 aba 2 eN, 则 
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abN = baN, 

故 G/N 可 交换 . 

命题 2 设 6 是 个 交换 群 , 证明 , G 的 所 有 阶 数 有 限 的 元 
素 的 集合 是 6 的 一 个 不 变 子 群 , 且 G/N 的 非 恒 等 元 的 阶 数 
都 是 无 限 的 . 

证 明 G 中 元 a 阶 数 有 限 的 充 要 条 件 是 有 正 整 数 上 使 a = 
e. 首先 有 

e e NV. 
对 任意 a, be N, 设 ar=e,b =e, 则 
(ab)” = a"b™ = e， 

知 abenN. 

车 aeN, a* =e, 则 

a*= (a '):=e,a'eN. 

所 以 N 是 6 的 子 群 , 6 可 换 , N<6. 

任 取 G/N 的 一 个 元 xN, x e G, 如 果 xN 的 阶 数 有 限 ,， 有 
使 (xN)*=N, 则 

(xN): =w'N=N. 

x*eEN, 又 必 有 1 使 x*” =e, xeN, 也 就 是 xN =N, xN 为 G/N 之 
恒 等 元 . 

命题 3 设 Z 是 群 6 的 中 心 , 且 商 群 6/2Z 是 循环 群 , 证 明 
G 本 身 是 个 交换 群 . 

证 明 设 6/2Z 是 由 a2Z 生成 的 . 

任 取 x, ye 6, 在 6/2 中 应 有 整数 m,n 使 得 

XZ = (a2)", yZ = (aZ)". 
应 有 z,weZ 使 
X = a"z, y= Q "20， 


于 是 


xy = a"zaW = GZ = y%， 
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C 为 交换 群 . 
例 3 给 出 一 个 正方 形 如 下 : 


D F 
用 5S={a,5,c, di 代表 其 顶点 的 集合 . 现在 来 研究 这 个 图 
形 的 运动 (要 保持 刚体 不 变形 )， 只 要 掌握 其 顶点 的 运动 情况 ， 
则 整个 图 形 的 运动 情况 也 就 清楚 了 . 
看 运动 后 与 运动 前 之 图 形 重 合 者 . 它 实质 上 是 对 顶点 施 以 
一 次 置换 . 由 于 S$ 上 的 置换 只 有 41 个 , 这 类 运动 最 多 只 有 24 
个 . 但 实际 上 ,有 些 置换 不 可 能 表示 正方 形 的 运动 , 例如 
( b ce 9 
a D ad ec 
保持 a, 5 不 动 , 让 ec 变 到 d, 而 d 变 到 c, 是 不 可 能 实现 的 . 
使 正方 形 重合 的 运动 有 : 
Kis 恒 等 置 换 ; 
心 ， 绕 0 点 顺 时 针 转 90°; 
pa， 线 0 点 顺 时 针 转 180°; 
ms， 绕 0 点 顺 时 针 转 270?; 
5， 以 互 为 轴 翻 转 180°; 
Hp， 以 了 为 轴 翻 转 180°; 
A， 以 也 为 轴 翻 转 180°; 
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HAa， 以 F 为 轴 翻 转 180°. 
令 G= fm, MH,"""， As 上， 
由 于 两 个 使 该 正方 形 重合 的 运动 复合 后 仍 使 该 正方 形 重 
合 , 全 等 置换 凡 在 6 中 , 每 个 使 该 正方 形 重合 的 运动 的 逆 变换 
也 使 该 正方 形 重合 , 故 C 是 S, 的 一 个 子 群 . 
C 的 乘法 表 是 


设 N= fn, As 则 NN 为 6G 的 子 群 , 且 对 任意 eG6, 恒 有 
AM = 
AAA = 


故 知 W<C. 
作 陪 集 
[p22] = pi, peal = fp, pl = [Lp], 
[ps] = At = {ps, po) = [uc]， 
[pa =p pp) = fp, pas) = Lps], 
故 


G/N = { [4], [2]， [As ] ， [us1}. 
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乘法 表 是 


习 题 


1. 设 瑟 是 6 的 子 群 . 在 C 对 已 的 左 关系 下 的 商 集 6/ ~ 
中 , 规定, 任意 af, bH 对 应 abH. 要 此 规定 合理 ， H 必须 是 6 
的 不 变 子 群 . 

2. 给 出 对 称 群 $, 的 所 有 不 变 子 群 及 相应 的 商 群 . 

3. 证 明 

GCG= {2"5lm,ne2Z) 

N= {12"l|me 2) 

都 是 非 零 实 数 乘法 群 的 子 群 , W<C, 并 给 出 商 群 G/N 的 结构 . 


第 三 章 ”和 群 同 态 


这 一 章 处 理 群 与 群 之 间 代 数 结构 相似 的 问题 . 

学 习 线 性 代数 时 知道 , 同一 个 数 域 R 上 两 个 向 量 空间 六， 
过 的 具体 对 象 (向 量 ) 可 能 来 自 不 同 的 背景 ,但 只 要 它们 的 维 数 
相同 ， 就 必然 有 相同 的 代数 运算 规律 ,研究 起 来 非常 方便 . 这 
就 是 空间 的 “ 同 构 ”. 

对 于 群 , 我 们 采取 同样 的 方法 .“ 同 构 " 实 际 上 反映 两 个 群 
的 结构 从 代数 观点 看 是 完全 相同 的 .把 这 个 要 求 放宽 到 某 种 意 
义 上 的 相似 , 就 是 本 章 要 讨论 的 “ 同 态 ”. 


$1 Caylay 定理 


定义 1 设 (G，: ) 是 个 群 ，( 互 , 。) 也 是 个 群 . 如 果 有 双 

射 f: 6 一 使 得 对 任意 a, be C 都 有 
fla:b) = f(a)° f(6), 

则 说 群 (G，… ) 同 构 于 群 (五 ，。), 记 为 Gs=H, 并 说 /是 6 到 万 
的 一 个 同 构 映射 . 

例 1 看 整数 加 群 Z 和 所 有 偶数 构成 的 子 群 E， 规 定 , 对 
任意 meZ， 

f(m) = 2m, 
则 是 个 双 射 , 且 对 每 对 m, ne Z, 有 
film+n) =2(m+n) = f(m) +f(n), 

故 (Z，+ ) 同 构 于 (E，+). 

例 2 用 R:* 代 表 所 有 正 实数 的 集合 , 它 在 数 的 乘法 ， 之 
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下 构成 群 , 用 (R, + ) 表 示 实 数 加 法 群 ， 规定 ,对 任意 xeR ， 
f(x) = lgx， 
则 f 是 R' 到 RR 的 映射 , 是 单 的 . 而 且 任 到 yeR, 令 x=10”, 
则 
lgx = lg10” = y = f(x), 

这 说 明 f 是 满 射 . 

进一步 , 对 任意 a, be R'*， 

fla*b) = lg(a*b) = lga + 1gb = f(a) + f(6), 
故 , f 是 (R*，- ) 到 (R，+ ) 的 一 个 同 构 映 射 . 

我 们 已 经 知道 , 任意 一 个 非 空 集合 4 上 的 所 有 双 射 变换 
(或 可 逆 变 换 ) 在 变换 乘法 (变换 复合 ) 之 下 构成 一 个 群 (4). 

群 G 上 的 双 射 变换 f 是 6 到 6 的 同 构 映射 时 简称 为 G 上 
自 同 构 . 

命题 1 设 6 是 个 群 , 则 G 的 所 有 自 同 构 构 成 I( 6) 的 一 个 
子 群 . 记 为 Aut( 6). 

事实 上 , 6G 上 恒 等 映射 i 是 6 的 自 同 构 , 即 ic€ Aut(G). 

车 f, ge Aut(G), 则 fg 仍 为 G 上 自 同 构 ， 即 

f'ge Aut(G). 

车 fe Aut(C) ,f/f 是 GC 上 自 同 构 . 看 f 的 逆 变 换 /"'. 对 任意 
xeG, 车 /f(x) =y, 则 必 有 f(y) =x， 所 以 , 对 每 对 a, be C， 
设 

f'(a)=¢e, 三 (0) = d， 
则 应 有 a=f(c), b=f(d)，, 从 而 
f(ab)= (ffd)) = (0 (ed) 
=cd=f"(a) :f(b), 
故 广 :是 自 同 构 , f°' e Aut(G). 
设 6G 是 个 群 , 取 定 ae C, 规定 , 对 任意 xe C， 


人 YXY 一 QYX， 
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称 A。 是 a 导出 的 6G 上 左 乘 变换 . 
命题 2 和 群 6 上 所 有 左 乘 变换 的 集合 
L= {A,laedo| 
是 1( 6G) 的 一 子 群 . 
证 明 对 于 每 个 cs G, A, 一定 是 一 个 双 射 变换 ， 因 若 
As(z) = As(7)， ax = ay， 
则 必 有 x =y. 同时 , 对 任意 yeC, 恒 有 
y= a(a'y) = Au(a-)7 
进一步 , 设 e 是 6 的 恒 等 元 , 则 
A.(X%) = ex = % = ic(x), 
从 而 和 ,=iceL. 
任 取 和 A。, A。eL 及 xeG, 有 
(AAAs)(z) =A (A(X)) = a(bx) = A (%), 
即 
A,.-:A,=A,eL. 
对 任意 和 A。eL, 看 和 -1, 对 每 个 xe G,， 有 
(A :Ai)(x) = a lax = x = ic(x), 
(As A) (x) = aals = «= io(z)， 
从 而 知 和 -1 e 工 就 是 和 。 的 逆 . 
命题 3 设 6 是 个 群 , 则 6 同 构 于 C 上 所 有 左 乘 变换 构成 
的 群 工 . 
证 明 规定, 对 任意 cs C， 
Fa 一 人 
首先 , /是 单 射 . 因 若 
fla) = f(b) = 和 A。= Ap， 
则 应 有 A。(e) =A,(e), 即 ae=a=be=b. 
其 次 , /是 满 射 . 
最 后 , 对 任意 a, beG 及 xeC， 
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flab) = Ass, As(x) = abx, 
fla)f(b) = AA,, AAsl(x) = abx, 
故 fab) =f(a)f(b). 
所 以 , f 是 6G 到 上 的 同 构 映 射 . 
把 命题 2 和 命题 3 结合 起 来 , 有 
定理 1( Caylay 定理 ) ”每 个 群 6 都 同 构 于 其 上 所 有 双 射 变 
换 构成 的 群 KC) 的 一 个 子 群 . 
推论 n 阶 有 限 群 G 必 同 构 于 n 阶 对 称 群 5, 的 一 个 子 群 . 
实际 上 , 若 6 = a, a,,…, 0,1},，G 上 可 逆 变 换 o 将 a,， 
ou 变 成 cl ，…, 4， 令 o 对 应 
6 0 
即 得 1(6) 到 S, 上 一 映射 . 如 果 记 
[ a» "0 ,| 
Oo 三 9 
Ci Ci “°° Qi 
那么 o 与 置换 (1) 实 质 上 只 有 记 法 不 同 , 而 运算 的 复合 办 法 是 
一 样 的 . 所以, 上 边 的 对 应 就 是 一 个 群 同 构 映 射 , 1(6) 同 构 于 
5,. 
历史 上 , 首先 出 现 的 群 是 n 阶 对 称 群 5, 和 它 的 各 种 子 群 
(通称 为 置换 群 ). 现在 ，Caylay 定理 把 抽象 群 与 具体 的 置换 群 
连 起 来 ,就 使 抽象 群 有 了 一 个 具体 的 表征 . 
记 6 是 个 群 , ae 6, 则 a 可 导出 6 上 的 左 乘 变换 A。，a” 
可 导出 G 的 右 乘 变换 y。, ,这 两 个 变换 都 是 自 同 构 , 它们 的 复 
人 
os = As yat = YaiAs 
也 是 G 的 自 同 构 , 称 为 由 a 导出 的 内 自 同 构 . 对 任意 x*e C， 


T(xX) = (ax)a' = a(xa™'). 
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命题 4 6 的 所 有 内 自 同 构 的 集合 mm(G) 是 Ant(C) 的 一 个 
不 变 子 群 . 
证 有 明 首先, oa, =76e In(6). 
其 次 , 对 任意 ac, beG 及 xeG， 
(osos)(xz) = a(bxb™ )a™ 
= abx(ab)™! = o,,(x), 
即 oo, = 0,,. 
再 次 , 对 任意 ae 6, o, eIn(G), 有 
OOul = Lo. 
这 说 明 o,-, 就 是 or。 的 道 , (o,) "eIn(6). 
最 后 , 对 任意 fe Aut(C) 及 ouein(GCG) 及 每 个 xeC， 有 
fosf (x)= f(af "(x)a') 
= f(a)xf(a)™, 
也 就 是 fo。f” =oro eIn(G), In(6) 是 Aut(C) 的 不 变 子 群 . 
内 自 同 构 映 射 在 群 结构 的 研究 中 有 重要 作用 , 第 二 章 引 入 
的 不 变 子 群 的 概念 可 以 叙述 成 , N46G 当 而 且 仅 当 N<6, 且 对 
任意 o,eIn(G),heN 有 
os(h) enN. 
例题 用 D, 代表 nn 次 二 面体 群 ( 见 第 一 章 $4 例 题 5),n 
宇 3. 设 群 6 由 其 两 个 元 素 a, b 生成 , 且 : 
1. a 的 周期 为 mn， 2 的 周期 为 2， 
2，ba = a 
证 明 , D. 寺 6G. 
解 ” 一 般 说 ,6 的 元 素 必 形 如 
YY = arp"202p00023 m,n eZ, 
但 由 条 件 2, 可 将 * 化 成 形 如 a"b*, m, pe N. 再 由 条 件 1， 
可 知 x 形 如 
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ab;m=0,1,,n-1,p=0,1. 
建立 D, 到 C 的 映射 p， 
p:romab; i=0,.%…,n-1,j=0,1, 
则 p 是 个 满 射 , 且 pg(7) =a, pg(o)=4. 
对 任意 ro， rr esD。 
p(T'io rio) = p(T 0) = 
= a'bia'b’ = g(rT'0) 9(r'0o'). 
如 果 有 r'or , Tr'o'eD, 使 
p(T'0) = ob = a'b' = p(T'0'). 
但 8 两 端 消去 5b, 可 推出 (注意 5 =e) 
ar =b,， i 之 上 ， 
于 是 导致 
am =a ag=ba=a b=a 
即 o =e, 但 a 之 周期 为 n>3, 矛盾 . 
这 说 明 f 是 D, 到 6 的 一 个 同 构 映射 . 


习 题 


1. 设 f 是 群 6 到 群 互 的 一 个 同 构 映 射 ,。 和 w 分别 是 CGC 和 
三 的 恒 等 元 ， 则 


imk-l 


fle) = 1, 

且 对 任意 ae G6, f(a ') =f(a). 

2. 证 明 , 所 有 的 无 限 循环 群 都 同 构 于 整数 加 群 Z. 

3. 设 Z 是 群 6 的 中 心 , 证 明 ge2 的 充分 必要 条 件 是 对 每 
个 内 自 同 构 go。 有 oo.(8) =g. 

4. 设 6G 是 个 群 ,五 和 KK 都 是 G 的 不 变 子 群 , 和 且 HNMK = 
el , 那么 ,对 任意 xe 瓦 ,ye 天 恒 有 xy =x. 

5. 称 6 = le,a, 5， cj 是 克 莱 因 四 元 群 , 其 乘法 表 是 
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证 明 Aut(C) 同 构 于 3 次 对 称 群 5,. 
6，5, 的 子 群 
HB = 41(1), (12)(34), (13) (24), (14) (23)| 
和 实 可 道 2 阶 矩 阵 乘法 群 的 子 群 


co 
同 构 , 且 它 们 的 乘法 表 与 上 题 之 C 相同 . 


7. 如 果 群 6 不 是 交换 群 , 则 必 有 6 的 一 个 交换 的 真子 群 
瓦 , 使 6 的 中 心 Z 真 包含 在 五 中 . 


$2 同 态 


群 的 同 构 实际 上 是 下 面 要 讲 的 同 态 的 一 种 特殊 情形 . 

定义 1 设 (G6,。) 是 个 群 ,，(H,，* ) 也 是 个 群 , 者 6G 到 五 
的 映射 了 满足 

(asb) =fla) .所 0)，o DeeC， 

则 说 f 是 CG 到 卫 的 一 个 同 态 映射 , 说 C 在 了 之 下 同 态 于 元 

所 有 的 同 构 映射 都 是 同 态 映 射 . 

例 1 设 6 是 所 有 实 的 n 阶 非 奇异 矩阵 作成 的 乘法 群 ， 
(R" ，' ) 是 所 有 非 零 实数 的 乘法 群 , 规定 

f(4) =141，4E C， 
则 对 任意 4, BEC 有 
f(A4B) =1 ABI =1 AI1 Bl = f(4) .1(B), 
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故 f 是 6 到 有 的 同 态 映 射 . 
例 2 设 5, 是 n 阶 对 称 群 , H ={e, cj 是 个 二 元 群 ,规定 
/4) = {如果 4 为 人 时 
ga， 如 果 4 为 奇 置换 . 
由 于 任意 4, Be 5,, 车 4, B 之 奇偶 性 相同 , 则 (4) =f(B)， 
fA4) .AB) =e=f(48B), 若 4, B 之 奇偶 性 不 同 , fA4) 和 f(B) 
中 一 个 为 e, 一 个 为 a, 那么 K4) .大 B) =a =A 作 4B). 故 f 是 同 
态 映 射 . 
例 3 设 6 是 个 群 ， Aut(G) 是 其 自 同 构 群 , o。 代表 C 的 元 
素 a 导出 的 内 自 同 构 , 规定 
fa oo,, 
对 任意 a,beG 及 xeG 有 
Gas(%) = abx(ab)”! = a(bxb"')a” 
= ao,(x)a” = (ao 0,)(x), 
即 o,=o。* co， 也 就 是 
flab) = fla) .有 拟 D)， 
这 说 明 6 同 态 于 Aut(C). - 
注意 , 这 个 映射 不 一 定 是 满 的 . 如 果 把 Aut( G6) 换 成 内 自 同 
构 群 In(G) ,就 得 到 一 个 满 的 同 态 映 射 . 
命题 1 设 /是 群 (G，。) 到 群 ( 且 ，* ) 的 同 态 ,e。 和 ， 分 别 
是 6, 旦 的 恒 等 元 , 则 
fle) =u. 
命题 2 设 f 是 群 (G，， ) 到 群 (及 ,。) 的 同 态 , 则 对 每 个 
eG 有 
Fa ) =fla). 
这 两 个 命题 在 上 节 已 经 作为 习题 留 给 读者 , 其 实 它们 与 f 
是 否 为 双 射 没有 关系 
定义 2 设 f 是 群 G 到 群 五 的 一 个 同 态 映射 , 456, BC 
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五 , 则 
f(4) = {fla)l a € A4} = Img(4) 
称 为 4 在 f 下 的 象 , 用 6G) 也 记 为 Ing( 亡 . 
f°(B)= {ae Cl fla) es 

称 为 8 在 f 下 的 原 象 . 

当 B=14b| 时 , f"'(8B) 可 写成 /“'(5), 注意 不 要 与 f 为 双 射 
时 f 的 逆 映 射 广 混淆 . 

命题 3 设 / 是 群 G 到 群 玉 的 一 个 同 态 , w 是 有 的 恒 等 元 ， 
那么 广 (z) 是 6 的 一 个 不 变 子 群 , 记 为 Ker( 由 . 

证 明 若 e 是 6 的 恒 等 元 , 则 /(e) =w, 即 eef” (wu) = 
Ker(f). 

车 a, be Ker(/), 从 而 Aa) =u,f(6) =u, 则 有 

flab) = f(a)f(b) = ur = 1, 

即 cb e Ker(f). 

如 果 aeKer( 门 ,Kao) =w, 那么 f(a ) =f(a)”=w, 从 
而 知 ce Ker( 诅 . 

对 任意 geG 及 ae Ker(/), 有 

flgag') = f(g)fla)f(g)™ = f(g)uf(e) =u, 
故 知 gag  ' € Ker(/). 

所 以 e Ker(/) 是 6 的 不 变 子 群 . 

命题 4 若 / 是 群 6 到 群 上 的 同 态 映射 , g 是 HH 到 群 K 的 
同 态 映 射 , 则 gf 是 6 到 外 的 同 态 映 射 , 且 

Ker(gf) = f°'(Ker(g)). 

证 明 gf 是 同 态 映射 一 事 读 者 可 自行 证 明 . 下 面 来 证 明 这 
个 G 中 子 集 等 式 . 

任 取 as C, 如 果 aeKer(g/), 即 (gf) (a) =e,e 为 天 的 恒 
等 元 , 由 于 - 

(gf) (a) = g(f(a)) = 。， 
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即 知 f(a) sKer(gE)， 进 而 ce 广 :(Ker(g) )， 也 就 是 
Ker(gf) GE 广 (Ker(g) ). 
反之 , 若 as 太 (Ker(g))， 即 败 a) e Ker(g), 也 就 是 
g(fla)) = (gf)(a) =e，aeKer(e 门 . 
因此 广 :(Ker(g) ) = Ker(ef). 
命题 5 若 / 是 群 6 到 群 豆 的 同 态 映 射 , g 是 已 到 群 玉 的 
同 态 映射 , 则 Img(gf) =&(Iimg( 亡 ). 
证 明 车 keKkK, kelmg(gf), 即 有 aeC 使 
k= (gf)(a) = g(f(a)), 
而 f(a) eImg( 有 ), 故 keg(Img(/)). 
反 过 来 , 若 keK, keg(Img( 有 ), 则 有 helImg(f/), k=g 
(有 ), 而 heImg( 认 意味 着 有 aeG 使 h=f(a), 从 而 =g(h) 
=g(f(a)) =gf(a), ke Img(ef). 
命题 6 设 / 是 群 C 到 群 五 的 同 态 映射 如 果 4 是 6 的 子 
群 , 则 A(4) 是 五 的 子 群 ; 如 果 B 是 旦 的 子 群 , 则 广 (B) 是 C 
的 子 群 。 当 /是 满 射 时 ,如果 4 是 6 的 不 变 子 群 , 则 f 扩 4) 是 了 
的 不 变 子 群 ; 如 果 B 是 且 的 不 变 子 群 , 则 f""(8) 是 6 的 不 变 
子 群 . 
证 明 车 4<G, 而 e, w 分 别 为 G6, H 的 伍 等 元 , 则 ee4， 
fl(e) =uef(4). 
对 任意 x, yef(4), 必 有 a,be4 和 使 
x*=fla), y= f(b), 
从 而 xy=f(a)f(5) =g(ab), 但 4 是 子 群 ,ab e 4, 故 知 xye 
f(4). 
对 每 个 x*ef(4), 设 ae4 使 *=f(a), 那么 
xz = fla)™ = f(a ), 
由 于 4 是 子 群 , a” eh, 故 x "ef(4). 
这 说 明 ff(4) 三 五 
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若 Bs<H, 则 weB, 但 f/(e) =u, 故 es 广 ( 有 ). 
对 任意 ao, pe 广 (B)， 即 
fla) eB, F(B) e B. 
由 于 B8<H, 故 
flab) = f(a)f(b) e 8, 
也 就 是 ab ef '(8B). 
若 cej(B), f(a)eB. Bg<H, 故 
fla’) =fla)™ eB. 
即 a' ef '(B). 
所 以 ,ff '(B) eG. 
当 f 是 满 射 的 时 候 , 对 任意 he, 必 有 aeCG 使 h=f(a)， 
于 是 , 如 果 4<G, 则 必 有 
RA(A)h™ = f(a)f(A)fla') EFKa4c ) = f(4), 
即 六 4) 4H. 
如 果 B<H, 那么 对 任意 as CC, 及 pe 广 :(B), 恒 有 
flaba™') = Rao)Ab)Fe ) es 2B, 
即 aba-!'ef "(8B), 故 f/f"'(8) G6. 
定义 2 设 N 是 群 G 的 不 变 子 群 , 则 
y: ge8N, gerdb. 
是 群 6 到 群 G/N 的 满 同 态 ,， 称 为 自然 同 态 . 
定理 2(Sylow 定理 ) 设 6 是 个 有 限 群 . 1C1 =p"m,p 是 素 
数 , p 不 整除 mm. 那么，C 必 有 阶 数 为 p" 的 子 群 . 
证 明 对 161 用 数学 归纳 法 . 当 1C61 =1 或 n=0 时 , 命题 
显然 正确 . 
现 假定 ">1， 且 对 于 阶 数 小 于 pm 的 群 , 命题 正确 . 
如 果 G 有 真子 群 且 , 六 整除 1H81， 由 归纳 法 假定 及 1H1 = 
pt ! 整除 m, p 不 能 整除 t, 可 知 必 有 五 的 子 群 ,其 阶 数 为 p”， 
同时 它 也 是 6 的 子 群 . 命题 得 证 . 
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故 可 设 p" 不 能 整除 6 的 任何 一 个 真子 群 的 阶 数 ， 于 是 对 
于 6 的 每 一 个 真子 群 囊 , p 必 整 除 1G1/1HI. 
看 群 方程 


1Gl=1Z1+ D1GI/IN,!, 


即 知 p 整除 1Z21、 由 第 2 章 $4 之 定理 2 知 ,2Z 必 含 一 个 周期 为 
p 的 元 素 z. 
看 :生成 的 子 群 (z). 由 于 z 含 在 G 的 中 心 Z 里 , (z) C2， 
(z) 必 然 是 6 的 不 变 子 群 ,可 得 一 商 群 卫 =G/(z). 用 7 代表 6 
到 五 的 自然 同 态 映 射 . 
由 于 1G1 =p"m,，1《z)1 =p, 据 Lagrange 定理 ,，I HI = 
p"'m， 用 归纳 法 假定 , 吾 必 含有 一 个 阶 数 为 六 ”的 子 群 甩 
据 命题 6, y…(B) 是 6 的 一 个 子 群 . 任 取 B 中 的 一 个 元 素 
1(z)， 它 的 原 象 恰好 有 个 元 素 ， 即 
b, bz, , be , 
故 ly (8B)1=p" "p=p", 归纳 法 完成 . 
这 个 定理 是 Sylow p 群 理论 中 的 一 个 基础 性 定理 ,对 于 研 
究 有 限 群 特别 是 有 限 单 群 的 结构 起 重要 作用 . 
命题 7 设 /是 群 6 到 群 五 的 同 态 映 射 , 那么 , /是 单 射 的 
充分 必要 条 件 是 
Ker(f) = {el}, 
其 中 e 为 C 之 恒 等 元 . 
证 明 车 /为 单 射 , ae Ker( 甩 ,2 为 已 的 恒 等 元 , 则 f(a) 
=w, 但 f(e) =w, 由 单 射 性 知 a=e, 即 Ker(P) = {el. 
反之 , 车 Ker(/) = iej , 而 有 a, be G6 使， 
fla) = 所 0)， 
则 f(a)f(5) =7Aop 一 ) =z， 即 ab EKer( ， 


ab™! = e， a = 5b, 
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f 为 单 射 . 
命题 8 设 f 是 群 G 到 群 五 的 同 态 映射 , 4<6, 8B<H, 则 
ff (B)) = BN Img(f), 
f° (f(4)) = AKer(f). 
证 明 车 beBNImg(/), 设 ae 6 使 得 b=f(a), 于 是 ae 
f (8), 进而 
b= f(a) ef(f°°(B)). 
这 说 明 BNImg(f) SF (B)). 反方 向 的 包含 式 是 显然 的 . 
由 于 4G，Ker(f) 46, 故 
AKer(f) = Ker( 门 4 三 C. 
车 xe Ker( 有 ), 设 e,w 为 G, HH 的 但 等 元 , 且 
x=ak, aeh, ke Ker(f), 
则 有 
f(x) = f(a)f(k) = fla)u = fla) @ f(A). 
于 是 xef '(f(4)). TAKer(f) Ef°' (f(A4)). 
反之 , 若 xef"'(f(4)), 即 f(x) ef(4), 有 aeh4 使 f(x) 
= 上 态 c), 故 
u = f(a) f(x) = f(a x), a''x eKer(h， 
从 而 x € Ker( 有 由. 
习 题 
1. 设 6 是 个 群 ,，g e G， 规 定 
f:Z—6, 
fi:n—e. 
证 明 , f 是 整数 加 群 Z 到 群 6 的 群 间 态 映射 . 
2. 条 件 如 上 题 . 问 , 当 & 的 周期 为 3 时 ,Ker( 几 为 何 ? 当 g 
之 周期 无 限时 ，Ker(/) 的 阶 数 如 何 ? 
3. 设 (R，+ ) 是 实数 加 法 群 ，(R" ，. ) 是 非 零 实数 的 乘 
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法 群 . 证 明 二 者 不 同 构 . 
4. 在 实 三 维 向 量 空间 (R ，+ ) 上 令 
Rs Ra ， 
(xyz) 一 (YY+2y 一 2 27+7 -2Z,% -YY -22). 
证 明 , /是 群 同 态 并 求 出 Ker( 廊 . 
5.C "代表 非 零 复数 作成 的 乘法 群 ，R -代表 正 实 数 作成 的 
乘法 群 , 令 
.PC 一 及 ， 
e+ 地 a+b ， 
证 明 , /是 群 同 态 并 求 出 Ker( 几 . 
6. 求 出 加 法 群 (Z，+ ) 到 自己 的 所 有 的 群 同 态 映 射 . 
7. 条 件 如 本 节 例 3， 
-ff G— Aut(G), 
fiamo,, 


求 出 Ker(/). 
8$3 同 态 基本 定理 


定理 1( 同 态 基 本 定理 ) 设 f 是 群 6 到 群 玉 的 一 个 同 态 映 
射 , 则 群 G/Ker( 有 ) 同 构 于 群 Ing( 访 . 
证 明 ” 先 来 定义 一 个 群 6/Ker(/) 到 群 Img(/) 的 映射 规 
定 , 任意 ae GCG, aKer(f) e G/Ker( 有 对 应 f(a), 即 
p: CG/Ker(f) 一 Img(f)， 
p: aKer(f) — f(a). 
由 于 上 述 规 定 是 与 代表 元 的 选择 相关 联 的 , 需 证 明 其 合理 性 . 
如 果 alKer(f) =a,Ker(/), 则 有 ke Ker( 亡 使 cl = oo， 从 
而 
Fa) = f(ak) = fa)f(k) = f(a,), 


即 p(wKer( 户 ) =9p(a:Ker( 门 ). 9 的 定义 是 合理 的 . 
任 取 aKer(f), bKer(f) e G/Ker( 有 . 由 
p(aKer(f) * bKer(f)) = p(abKer(f)) = f(ab), 
plaKer(f)) = fla), pl(bKer(f)) = f(b), 
而 Ap) =f(a)f(5), 知 8 是 同 态 映射 . 
9 是 个 满 射 . : 
看 p 的 核 Ker(p), 若 csC 使 
pl(aKer(f)) = f(a) = 1, 
其 中 必 为 的 恒 等 元 , 则 ae Ker(/). aKer(f) = Ker(J) 是 
G/Ker( 了 ) 的 恒 等 元 , 故 9 为 单 射 . 
所 以 , p 是 同 构 映射 
推论 设 f 是 群 G 到 群 五 的 一 个 群 同 态 映射 , K = Ker( 了 )， 
则 有 6G/K 到 五 的 群 同 态 映 射 p 使 下 图 形 


G 


GK H 
可 换 . 

证 明 按 定理 证 明 中 的 定义 ,证 py 与 /在 EC 上 作用 效果 相 
同 . 

任 取 aeG, 有 
py(a) = p(y(a)) = pl(ak) = f(a), 

这 说 明 py = 

例 1 用 C' 代 表 所 有 非 零 复数 构成 的 乘法 群 ， R’* 代 表 所 
有 正 实 数 构成 的 乘法 群 . 任 取 非 零 复 数 a, 可 唯一 地 表 成 


a = r(cosg +ising), 0 <0 <2T 
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形式 . 其 中 r= lal 是 a 的 模 . 规定 
fia—r=lal, aeC', 

则 f 是 C' 到 R'* 的 映射 . 

对 任意 ae, BeC”*，, 由 于 la81=1all81， 即 

Rap) =! aBl = all Bl = fla)f(p), 

知 f 是 同 态 映射 . 

每 个 正 实数 7 都 是 其 本 身 的 模 r =f(r), ff 是 满 射 ,， Img (有) 
=R'*. 

看 Ker(/) ,任意 ae C' , f(a) =1al =1 的 充 要 条 件 是 a= 
cos0 + ising， 令 

N = Ker(f) = {ae C' ia=ecosbg+isinb|， 

则 C’* /VN 同 构 于 R*. 

例题 1 求 出 使 正方 形 重合 的 运动 群 ( 见 第 二 章 $6 之 例 
3)6 的 所 有 同 态 象 . 

解 ”由 同 态 基 本 定理 可 知 , 这 等 价 于 决定 6 的 商 群 . 

看 6 的 不 变 子 群 . 由 于 6 的 阶 数 为 8， 它 的 子 群 的 阶 数 只 
能 是 1, 2, 4, 8. 

对 于 平凡 不 变 子 群 1 岂 上 ,， G, 有 

G/G = {mn}, G/ {pi! 兰 C. 
现在 来 决定 6 的 非 平凡 不 变 子 群 . CE 有 4 阶 子 群 , 例如 《ys》. 
对 于 6 的 任意 一 个 4 阶 子 群 五 而 言 , 由 于 
161=21H), 

可 知 五 一 定 是 不 变 子 群 , 且 6/H 是 2 元 群 所 有 的 2 元 群 都 是 
同 构 的 , 它们 同 构 于 2Z/(2》. 

再 看 6 的 2 阶 子 群 . 2 阶 子 群 必 为 循环 群 , 由 周期 为 2 的 
元 素 生成 ，C 中 周期 为 2 的 元 素 是 pj, 4s，, js 11， Ks 显然 ， 
《js)》，《146)》，《p) 和 《js) 都 不 是 不 变 子 群 . 《js) 6. 

看 6/1,) 的 乘法 表 , 它 的 元 素 [jwo]， [ps] ，[m ] 的 周期 
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均 为 2, 它们 生成 的 子 群 C[pp]),，《[ps]) 和 《[pyj) 是 2 阶 的 ， 
这 些 子 群 都 是 C 人 [Am j 7) 的 不 变 子 群 ， 而 且 
GATps])》 = [m2 1) Ls1). 
且 (Li]ynkfas]y = 人] 上 
实际 上 , 看 乘法 表 , 我 们 知道 6/ (jw) 是 克 菜 因 四 元 群 . 
总 之 , 6 的 同 态 象 有 
《Lu ，Z/(2》， 四 元 群 ，C. 
命题 1 设 6 是 个 群 ,Z 是 其 中 心 , 则 GLZ 同 构 于 In(6). 
证 明 沿用 $1 命题 4 的 符号 , 用 o。 代表 6 中 元 a 导出 的 
内 自 同 构 
ay 一 axa ，Ye C. 
看 映射 
f: G— In(G), 
f: a 0,. 
由 于 ww = uc 知 f 是 群 6 到 群 m(C) 的 同 态 映 射 ， 而且 是 满 
的 . 
用 ie 代表 6 的 恒 等 映 射 ， 它 是 In(G) 的 恒 等 元 . 车 0。 = 
f(a) =ic， 即 对 任意 x*e G, 有 
ov(xz) = axa™' = %, 
导致 wx =xa, a eZ. 反之 亦 然 ， 故 
Ker(f) = Z， 
由 同 态 基本 定理 知 6/2 同 构 于 In(6). 
定理 2( Freshman 定理 ) 设 妃 和 天 都 是 群 6 的 不 变 子 群 ， 
且 K4H, 那么 BH/K 是 G/K 的 不 变 子 群 , 县 群 (G/K)/(H/K) 同 
构 于 6G/H. 
证 明 用 yy 代表 6 到 6G/K 的 自然 同 态 
y(a) = aK，a ecC. 
由 于 五 是 6 的 不 变 子 群 , y 是 满 同 态 , 故 y( 且 ) 必 为 6AK 的 不 
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变 子 群 . 
现 断 言 yY( 吾 ) = 8/K. 事实 上 , 任 取 记 < 妃 ， 则 
y(h) = hK E H/K, 
而 对 每 个 hKe G/K, he 下 均 有 
hkK = y(h) e y(H), 
故 y(H) =H/K. 
进一步 ，G/K 到 其 商 群 (GAK)/(H/K) 有 自然 同 态 p 
op: aK—aK. H/K, ak e G/K. 
由 于 y, p 都 是 同 态 映射 从 而 wy 是 群 6G 到 (GA/K)/ 
(H/K) 的 同 态 映 射 , 而 且 是 满 的 . 
计算 py 的 核 , 由 $2 命题 4, 知 
Ker(yy) = y (Kerp) ， 
但 p 是 自然 同 态 ,其 核 Ker(q) 就 是 HAK, 所 以 
Ker(py) = 7 (BRK) = y (y(H)) = HK =H. 
由 同 态 基 本 定理 ， 即 知 
C/K = (C/K)/(H/K). 
定理 3 设 6 是 个 群 ,五 是 6 的 子 群 , N 是 6 的 不 变 子 群 ， 
则 NNH 是 是 的 不 变 子 群 , 且 HA(NNMK) 同 构 于 (NH)/N. 
证 明 显然 , N 是 NH 的 不 变 子 群 . 令 
f: H—» NH/N, 
f: x — Nx, 
容易 验证 f 是 满 的 群 同 态 映射 . 
看 f 的 核 , 车 xe HNMN, 则 
flx) = Nx = WN, 
即 xe Ker(f). 反之 , 若 xe Ker(/), Nx=N, 则 xeNNH. 故 知 
Ker(f) = HNN， 由 同 态 基 本 定理 推出 ，H/A(HNN) 同 构 于 
(NH)/N. 
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习 题 


1. 证 明 每 个 无 限 循 环 群 都 同 构 于 (Z，+ ) ,每 个 n 阶 循环 
群 都 同 构 于 Z/《m). 

2. 设 NN 是 群 G 的 不 变 子 群 , IN1 =m, i161 =mn, 且 m 和 nn 
互 素 . 证 明 NN 是 6 的 唯一 的 一 个 m 阶 子 群 . 


$4 可 解 群 与 组 成 列 


本 节 进 一 步 研究 如 何 用 群 6 的 不 变 子 群 V 和 商 群 C/N 的 
性 质 来 刻画 6 本 身 . 

定义 1 设 6 是 个 群 ,D 是 个 交换 群 , = 是 C 到 也 的 满 的 
群 同 态 . 如 果 对 任意 交换 群 4 及 C 到 4 。 f ， 
的 群 同 态 f 都 有 唯一 的 U 到 4 的 同 态 g 
使 得 右 图 可 换 , 则 说 (U，s) 具 有 交换 A 
满 同 态 泛 性 , 简称 有 泛 性 . v 

命题 1 设 (U,, s,) 和 (Ue,) 都 对 于 C 具 有 交换 满 同 态 
泛 性 , 则 UV 和 以 同 构 . 

证 明 由 于 这 性 ， 我 们 有 g) ，82 使 和 机 


7 NA 


分 别 可 换 ， 即 gg, =6,, 8262 = 和 


B281E1 = 21， B18262 = 2E2， 


一 一 一 人 中 
但 , 对 于 (Ul, s1) 已 经 有 上 恒 等 映 
射 1, 使 右 图 可 换 ， 由 定义 中 的 唯一 性 。 “ lw 
Ui 


要 求 , 应 有 g28， =1o,, 同 理 g,8， =1,,. 
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这 说 明 SI 和 82 都 是 同 构 映射 ， U, 同 构 于 U,. 

命题 2 任意 群 6G 都 有 交换 群 U 和 6G 到 U0 的 满 同 态 使 
(U, s) 有 泛 性 . 

证 明 CG 中 元 素 , xyx"'y"! 称 为 x、y 的 换 位 子 . 群 6 中 所 
有 换 位 子 的 集合 生成 的 子 群 记 为 G'.， 实际 上 , 6G' 就 是 6G 中 所 有 
形 如 

(#) NYIXT YT YN Ye, neZ,x,yeC 

元 素 构成 的 集合 . 

首先 eee -'e … =e 为 (#) 形 元 素 . 

其 次 , 两 个 (#) 形 元 乘积 仍 保持 原形 式 ， 亦 为 C6' 中 元 . 

再 次 , 任 取 (#) 形 元 

(HyIRT YT Ya Yi ) 二 YY yi AT 
也 仍 为 (#) 形 元 素 . 

最 后 , 每 个 含 所 有 换 位 子 的 子 群 必 含 全 部 (#) 形 元 , 故 GC 
即 C 中 全 部 (#) 元 的 集合 . 

任 取 geC 及 6 的 一 个 元 素 ,， 因 

B (XIVIXT IT Kya yy ) 8 

= (gxig™') (gy ') (gxig') (gpg ) "(87.8 ) 
仍 在 6' 中 , 知 6' 是 6 的 不 变 子 群 , 称 6' 为 6 的 换 位 子 子 群 . 

再 来 说 明 GL/C' 是 交换 的 . 引用 第 二 章 $6 命题 1 即 可 . 

现在 看 来 交换 群 6/G6' 及 6G 到 6/6' 的 自然 同 态 映 射 = 设 
f: G4 是 C 到 交换 群 4 的 群 同 态 映射 , 对 任意 *, ye 6, 由 于 
4 是 可 交换 的 , 必 有 

frx)fly) = fl7)f(x), 
f(xyx'y™) =, 

其 中 是 4 的 恒 等 元 , 这 说 明 xyx 'y EKer(P) ， 进 而 6 大 
Ker(f). 

我 们 定义 6/6' 到 4 的 映射 
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8g: XC — f(x), 
需要 证 明 合理 性 . 实际 上 , 车 x6' =yC', 则 
xy e C' CC Ker(f), 
从 而 
flxy ) =u, flx) =f(7). 
容易 看 出 , g 是 群 同 态 映射 ,而且 , 对 任意 xe 6, 恒 有 

ge(x) = g(xG') = f(x), 

也 就 是 右 图 形 可 换 . | 


如 果 还 有 gi: 6G/C' 一 4 是 群 同 态 ， 人 /A 
使 上 图 可 换 , 则 有 /A 
ge =f/ = ge, / 


而 s 是 满 射 ， 对 每 个 xC' =e(z) 有 
g(xC') = ge(x) = f(x) = gie(%x) = g(xC'), 
也 就 是 g =g,. 这 说 明 满 足 要 求 的 g 是 唯一 的 . 
总 之 ,， (G/LC', 2) 对 6G 具有 泛 性 . 
定义 2 设 6 是 个 群 , 令 
Co -660 = 6 60 = (00)',., 
CCtD) = (CC ) 
如 果 有 正 整数 nm 使 6"” = iel , 则 说 6 是 可 解 的 . 
命题 3 一 个 群 C 是 可 解 的 当 而 且 仅 当 有 6G 的 子 群 
G=0C6 =C >6 >60,. = |el, 
使 得 6;,, G6, 且 6G,/6,,, 是 交换 群 . 
证 明 ”如果 6 是 可 解 的 , 有 nn 使 
C=06V0>6 CO = {el, 
由 于 CD = (G6)', 故 G+D 6 ， 且 CG 中 /C+ 是 交换 群 。 
反之 , 车 有 
G=G C606, = lel 
且 Gy G4， Gi/Gi,1 可 交换 , 那么 ，6/G,, 可 换 , 据 第 二 章 
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§6 之 命题 1, 知 G'<6,, 由 G1/G, 可 换 又 得 (G,)'<6,， 从 而 
6 = (60)' < (6)' < 6,, 
最 后 导出 G6" < Gi, 对 任意 都 成 立 , 故 G'”= {fe} ,6G 是 可 解 
的 . 
定义 3 车 群 6 没有 非 平凡 的 不 变 子 群 , 则 说 6 是 个 单 
群 . 车 6 的 子 群 列 
G=G 0 606, = lel (1) 
中 , 对 每 个 i 都 有 Cj 所 6G;, 且 G6/Gi,1 为 单 群 , 则 说 (1) 是 6 
的 一 个 组 成 列 , 诸 6,/6;,, 称 为 6 的 组 成 列 (1) 中 的 一 个 列 中 商 
群 . 
命题 4 设 N 是 6 的 不 变 子 群 .那么 , 群 G/N 为 单 群 的 充 
分 必要 条 件 是 : 车 HC6, N<H, 且 N#H, 必 有 H=6G. 
证 明 车 有 H<6, NH, HzxC, 由 $2 命题 6, 在 自然 同 
态 
y: G— G/N 
之 下 , y( 有 ) N/AN, y( 昌 ) C/N, 且 y(H) CN 这 说 明 6/N 
不 是 单 群 . 
反之 , 若 G/N 不 是 单 群 , 设 有 K<6, N/N*K 且 KzG6/N,， 
则 y-'(K) 关 Ny (KE) 为 G 的 不 变 子 群 , 且 Gz#y "(KK), 否 
则 导致 y(C) =yy (KX) =K( 据 $2 之 命题 8), 也 就 是 C/N = 
K. 矛盾. 
定理 1(Jordan-Holder 定理 ) 若 有 限 群 G 有 组 成 列 
G=G CG"> 6, = {el, (2) 
GCG=H =H>:…>H,= {el, (3) 
则 m =, 并且 可 在 这 两 个 组 成 列 的 列 中 商 群 集 间 建 立 一 一 对 
应 , 对 应 者 是 同 构 的 . 
证 明 对 m 用 数学 归纳 法 . 
若 m=1, 则 6 为 单 群 ,没有 非 平凡 的 不 变 子 群 ， 故 左 = 1 
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现 假 定 命题 对 于 有 一 个 长 度 为 m -1 的 组 成 列 的 情形 是 对 
的 ,如果 G6, =H,, 那么, 由 归纳 法 假设 ,命题 对 
CC 志 EEC。= el， 
厅 = C >H,>.…>H,= lel 
是 对 的 ,从 而 命题 对 于 C 是 对 的 . 
如 果 C, 天 姜 , 令 玉 =6n 如 .由 于 G6/G, 是 单 群 ， 据 命题 
4，C 没有 真 包 含 6, 的 不 变 子 群 , 但 G1,H, 宇 G61, G,H,<6, 且 
CGH, 关 G1, 故 G1H, =C, 据 $3 之 定理 3, 应 有 
G/G6, = GiH/G, ss Hi/(G. NH,) = H/k,, 
G/H, = GH/H, = G/(G NH) = G/K,, 
这 说 明太 是 已 和 G6, 的 不 变 子 群 ， 且 有 AK, 和 G1/K, 均 为 单 
群 . 
因为 K, 是 有 限 群 ,总 可 在 K, 与 1e| 之 间 填 补 得 一 组 成 列 


天 KR 二 … >K,= |el. 
研究 C, 的 组 成 列 
G>K,>. > Kk, = lel, (4) 
G6,>.…> G06, = {el, (5) 
由 归纳 法 假定 , 得 s -1=m -1, 即 s=m. 再 看 H, 的 组 成 列 
H>K,>.…>K,= tel, 
H>H,>.">H,= {el, 


同样 推 知 s = 也 就 是 m=. 
再 据 归 纳 法 假定 , 组 成 列 (4) 的 列 中 商 群 与 (5) 的 列 中 商 
群 间 有 一 一 对 应 ,对 应 者 是 同 构 的 , 进而 组 成 
CG>H>K>.…>K, = |el (6) 
与 (3) 
CGC>H >H,>.…>H,= {el 


列 中 商 群 间 建立 一 一 对 应 , 对 应 者 同 构 . 而 组 成 列 


GG >K>.… > K, = lel (7) 
与 组 成 列 (2) 
CCEC EEC。= tel 
有 同样 性 质 的 对 应 
注意 (6) 与 (7) 的 前 二 项 , 我 们 已 证 得 
GC/G, = Hi/K,, CGC/H, = C/K,, 


可 知 (6) 和 (7) 的 列 中 商 群 间 可 建立 满足 要 求 的 对 应 ,进而 可 
在 (2) 与 (3) 间 建立 对 应 , 归纳 法 完成 . 

命题 5 有 限 群 6 可 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 每 个 组 成 列 
的 列 中 商 群 均 为 素数 阶 的 循环 群 . 

证 明 设 6 是 可 解 群 , 由 命题 3, 必 有 

G=G G6, = lel, Gnd6,, 
其 中 6./6,,, 是 交换 的 . 由 于 这 些 群 都 是 有 限 群 , 可 以 在 6,,1 和 
G, 之 间 插 入 真子 群 
Gn <H, H<G, Gu *¥H, Hz 6G, 
且 到 不 能 插入 为 止 , 即 可 得 新 排 号 的 
G=G 06> >6C,= 1el 

为 G 的 一 个 组 成 列 . 且 6,/G,,, 为 交换 群 , 单 群 . 但 交换 的 有 限 
单 群 之 任意 非 恒 等 元 必 为 该 群 的 生成 元 , 周期 为 素数 , 故 G,/ 
Gi,! 是 素数 阶 的 循环 群 . 

反之 是 明显 的 . 


习 题 


1. 设 6 是 3 阶 对 称 群 , 求 出 6". 
2. 设 K 是 6 的 不 变 子 群 , 证 明天 也 是 6 的 不 变 子 群 . 
3. 设 娓 是 6 的 子 群 ,， 6'GH. 证 明 , 一 定 是 6 的 不 变 子 


4. 证 明 可 解 群 的 子 群 也 是 可 解 群 . 
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85 直 积 


在 平面 解析 几何 学 中 , 用 直线 Ox，0y 的 箔 卡尔 积 Ox x 0y 
来 刻画 一 个 平面 ; 在 线性 代数 学 中 讨论 线性 空间 的 直 和 , 为 把 
和 矩阵 化 成 各 种 标准 形式 提供 基础 ， 这 种 由 低级 、 简单 的 系统 硬 
性 组 合 出 复杂 新 系统 的 方法 在 数学 各 分 支 中 都 是 常见 的 . 

设 (G6,，，) 是 群 ,，( 五 ,，。) 也 是 群 . 考虑 在 集合 EC 和 互 的 笛 
卡尔 积 Cx 五 上 定义 一 个 运算 , 它 是 由 运算 * 和 。 派 生出 来 的 ， 
使 GxH 在 此 运算 之 下 构成 群 . 

定义 1 设 (G,， ) 和 (五 ,。) 是 群 , 在 Gx 五 上 规定 , 对 任 
意 (a, x), (5, y) e Gx 且 , 对 应 6G x 互 的 元 素 (ae b,x。Y), 记 
为 

(a, x)#(b, y) = (oa: b,x° 7), 
则 (Gx 五 , #) 是 个 群 , 称 为 是 (G6，… ) 和 (五 ,。) 的 外 直 积 , 简 
记 为 GxH. 

由 于 运算 # 的 实质 是 归结 为 在 G 和 五 上 分 别 按 " 和 。 运 算 ， 
各 行 其 事 , G x 旦 在 # 之 下 构成 群 是 非常 容易 验证 的 . 

为 了 书写 方便 , 今后 把 6, HH,，G x HH 的 运算 都 写成 . ,有 
时 都 省 略 掉 . 

设 e 是 GC 的 单位 元 , u 是 五 的 单位 元 , 则 (e, 4) 是 GxHH 的 
单位 元 , 对 任意 ce 6, xe 且 , 用 ao 代表 “在 6 中 道 元 , x” 代 
表 x 在 末 中 的 逆 元 , 则 (a, z) =(c ,zx ). 

车 6, 号 都 是 交换 群 , 则 GX 也 是 交换 群 . 

例题 1 如 果 C=(g) 是 普 阶 循环 群 , H =《h) 是 n 阶 循环 
群 , 且 m,n 互 罕 , 则 外 直 积 G x 五 是 mn 阶 循环 群 . 

解 ”用 e, vw 代表 CG、 的 单位 元 . 看 Cx 的 元 素 (g,h). 
由 于 
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(g,h)™ = (g™,h™) = ((g)", (h)”) = (e, u), 
知 (g,h) 的 周期 不 大 于 mn. 

另 一 方面 , 车 有 正 整 数 1, 使 (g, h)' = (ez) 即 g =e, hh 
=&, 而 mm 为 g 的 周期 , n 为 h 的 周期 , 则 必 有 milt, nli, 但 mm， 
n 互 素 , 故 mnlt. 这 说 明 (g, 8) 的 周期 为 mn. 

G x 旦 的 元 数 为 mn,〈《(g,h) ) 恰 含 mn 个 元 索 , 故 GxH= 
((g, h)). 

例题 2 设 p 是 个 素数 ,，G 和 都 是 p 阶 群 . 试 决定 外 直 
积 G x 旦 的 子 群 个 数 . 

解 Gx 五 是 个 p 阶 群 , 由 于 p 是 索 数 , p? 只 有 三 个 正 因 
子 , 1, p, p*， 从 而 Gx 是 的 子 群 的 阶 数 只 能 是 1, p, p*. Gx 日 
的 严 阶 和 1 阶 子 群 即 GxH 有 本 身 和 | (e, zu) 上 |. 

任 取 Gx 的 一 个 元 素 (g, h)z(e, wu), 则 

(g, hb)" = (g’, hr) = (e, w). 
故 ((g, 4) ) 是 个 p 阶 子 群 . 

GC x 态 中 共有 p* -1 个 非 恒 等 元 , 它们 生成 的 子 群 含 -1 
个 非 恒 等 元 ,而 任意 两 个 不 同 的 p 阶 子 群 交 , 仅 含 恒 等 元 , 故 
C x 五 的 p 阶 子 群 有 (p* -1)/(p -1) =p+1 个 . 

命题 1 设 6, 刀 是 群 ,e,z 分别 是 它们 的 恒 等 元 ,， 令 

6 = [(g,h)eGxHIlh= uu), 
H, = {(g,h)eGxHIg=el, 
则 G1, HH 是 直 积 6 x 吾 的 不 变 子 群 , 且 
GxH= CGH, = H,6,, 
进一步 , G x 的 任意 元 (g, 六) 写成 
(g,h) =gh’, gg eC,h' eH, 
时 ， 表 法 唯一 . 

证 明 很 容易 看 出 6, 4G6 xH, HGxH. 且 对 任意 

(g, h)eGxH, 有 


82 近世 代数 基础 


(g, h) = (g, u)(e, h) = (e, h)(g, u), 
故 GxH=GH,=HG. 
进一步 , 若 对 于 (g, h)eCxH, 有 geG,h eH 使 
(g,，h) =g'h', 不 妨 设 g'= (gi, 4),h'=(e, hh,), 则 
gh’ = (gi, u)(e, hi) = (g,h) = (g, hb), 
从 而 导致 
8 = 8,h =h,g = (g, u), h’ = (e, h). 
这 说 明 表 法 是 唯一 的 . 
定义 2 设 C 是 个 群 ,4 和 8B 是 6 的 子 群 , 且 
1. 4 和 8B 都 是 6 的 不 变 子 群 ; 
2. G=4B, 即 每 个 ge6 均 可 写成 g=ab, ae4, beB; 
3. 对 任意 ge C, 写成 &g=ab, as4, beB 时 表 法 唯一 . 
则 说 6 是 其 子 群 4, 8 的 内 直 积 . 
例如 , 由 命题 1 可 知 , 任意 两 群 C, 有 得 到 的 外 直 积 GC x 有 H 
恰好 是 其 子 群 C' 和 FH' 的 内 直 积 . 
又 如 , 所 有 非 奇异 的 二 阶 对 角 实 矩阵 的 乘法 群 6G 有 子 群 


4 人 (se ole eo} 
e-{(。 由 je 时 


且 4<6, B46, 6G=AB. 进一步 可 以 证 明 表 法 唯一 性 . 故 6 是 
4, B 的 内 直 积 . 

命题 2 设 6 是 个 群 , 4 和 B 是 它 的 不 变 子 群 . 那么 , 6 为 
A 和 8B 的 内 直 积 的 充分 必要 条 件 是 6G =4B8 且 6 的 恒 等 元 。 写 
成 4 元 与 互 元 之 积 时 表 法 唯一 . 

证 明 因为 446, B46,e 即 为 G, 4, B 各 群 的 恒 等 元 ， 
且 自 然 有 一 种 表 法 e=ee. 车 e 的 表 法 唯一 ， 即 意味 着 只 有 上 述 
这 种 表 法 . 
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此 时 , 若 对 某 个 geG 有 
gE&=ab=cd, a,ce 4,b,deB, 

则 有 (ec 'a)(bd"') =e, 而 c 'aehA, bd''eB, 由 于 e 表 法 唯 
一 , 应 有 c "a=e, bd ”=e, 也 就 是 c=a, d =4b. 这 说 明 g 的 表 
法 必 唯 一 . 

命题 3 设 6 是 个 群 ,4 和 B 是 它 的 不 变 子 群 . 那么 , 6 为 
4 和 8B 的 内 直 积 的 充分 必要 条 件 是 6G=4B, 且 4nB = ie}. 

证 明 车 4NB={e), 而 且 有 

e=ab,cehA,beB, 

则 a=b-'eB, 从 而 aehANB, a=e, 进而 b=e 这 说 明 e 的 表 
法 必 唯 一 . 

反之 , 车 。 的 表 法 唯一 . 任 取 xe4mB, 则 x eAMmB, 故 
有 e 的 一 个 表 法 

e = xx ， xeA,x!' eB, 

由 唯一 性 推出 x=e. 即 4NB = {e}. 

定理 1 设 C 是 个 群 ,4 和 8B 是 6 的 子 群 . 那么 6G 为 4 和 
B 的 内 直 积 的 充分 必要 条 件 是 

1. 对 任意 ae 4,beB 都 有 ab = ba; 

2. 对 每 个 ge CG, 都 有 ae4,beB, 使 得 g=ab, 而 且 表 法 
唯一 . 

证 明 车 G, 4, B 满足 条 件 1 和 2, 我 们 来 证 明 446. 

任 取 xeA, geC, 必 有 aeh4,beB 使 g=ab, 于 是 

gxg™ = abxb a = axa'bb™! = axa ee 4， 

故 4 了 6. 同 理 有 B44C. 

再 利用 条 件 2, 即 知 6 为 4, B 的 内 直 积 . 

反之 , 若 6 为 4, B 的 内 直 积 , 那么 , 对 任意 oe 4, beB， 
有 

aba-b = (aba’')b™" eB, 
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aba pb = a(ba 20) eh, 
从 而 abe -pe4nmB= fei， 也 就 是 aba 9 =e, ab = ba. 
定理 2 若 6 是 其 子 群 4, 8 的 内 直 积 , 则 G4 x8B. 
证 明 ”建立 外 直 积 4 x8B 到 群 6 的 映射 p， 
pg:AxB—GC = 4B， 
9p: (a, 8) — ab. 
9p 是 单 射 ， 因 为 若 有 a, ce 4, 5, deB 使 
pl((a, 6b)) = p((c, d)), 
即 ab = cd、 由 内 直 积 的 表 法 唯一 性 可 得 a =c 且 5=d, 即 
(a, b)=(e, d). 
op 是 满 射 ， 因为 任意 ge 6 均 可 写成 g=ab, ae 4, beB, 
于 是 pg((a, b))=ab=g. 
9 还 是 群 同 态 映射 . 对 任意 (a, 5), (c, 4)eA4xB 有 
p((a, b)(c, d)) = pl(ac, bd) = (ac) (bd), 
pop((a, b))p((c, d)) = (ab) (cd), 
但 4 的 每 个 元 与 8 的 每 个 元 均 可 换 (定理 1), 故 
(ab)(cd) = (ac) (bd). 
对 于 任意 有 限 个 群 的 外 直 积 和 一 个 群 是 有 限 个 不 变 子 群 的 
内 直 积 的 定义 及 相应 的 性 质 讨 论 , 可 以 仿照 以 上 两 个 群 的 直 积 
的 情形 进行 , 没有 原则 上 的 变化 , 我 们 不 予 罗列 . 现 仅 将 定义 
给 出 . 
定义 3 设 n 是 个 大 于 或 等 半 2 的 整数 ， 对 任意 = 个 群 
G1, G2, ,Css 在 其 笛 卡 尔 积 6, x Cs x… x 6， 上 规定 运算 
(gi, g2; “7s Bi) (hi, has sh) = (pih, Boh,), 
则 C, x … x C, 成 为 群 , 称 为 6,，… ,G6 的 外 直 积 , 
设 G 是 个 群 , 4,，…， 4, 是 G 的 子 群 , 县 : 
1. 4 ，…，, 4, 都 是 6 的 不 变 子 群 ; 
2. C =4,…4,.， 即 每 个 ge C 均 可 写成 


第 三 章 ” 群 同 态 85 


g =a"a,, a eh 
3. 对 任意 ge 6, 写成 g =a,…a,, a;e Ah, 时 表 法 唯一 . 
则 说 6 是 4 ，…, 4, 的 内 直 积 . 
读者 可 自行 将 本 节 之 命题 1, 2, 3 和 定理 1, 2 推广 到 ”个 
群 的 情形 . 
例题 3 车 CG 是 其 子 群 4,, 4,,…, 4, 的 内 直 积 , 则 
G/A, = A,…Ah,. 
解 ” 对 任意 ge CG, 恒 有 a;e4h4,i=1,…， n 使 
g = aia,, 
且 表 法 唯一 , 也 就 是 说 诸 c; 由 g 唯一 确定 . 现 规 定 
f: G— A,…A,, 
f: 8 一 aan， 
来 证 明 / 是 群 同 态 映射 . 
若 g,jEc, 且 
g=aoa,, hh=6b,, Qi, b, e 4,, 
那么 , 由 于 6 是 4，…, 4, 的 内 直 积 , 4 元 与 和 元 可 换 , 故 
gh = (aibi) (0sb,). 
再 由 表 法 唯一 及 j 的 定义 ， 知 
f(gh) = (〈(azb)…(aobo) 
= (ga,) (bz py) 
= f(g)f(h). 
对 任意 xe4,…4,, 设 x=d,…d,, d,e4,， 那么 
fled,**d,) = dd = %. 
这 说 明 f 是 满 的 . 
最 后 , 计算 Ker( 内 . 
若 g=aa…a 使 KE) =e, 即 o…as=e, 从 而 
g=a eAd. 
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反之, 车 ge4,, 则 g =ge…e 即 为 其 唯一 表示 , 故 
fl(g) = ee = e,g € Ker(f). 
所 以 ，Ker(f) =4,. 由 同 态 基 本 定理 , 有 
G/A! = A,*%h,. 
现在 , 我 们 把 外 直 积 的 概念 推广 到 任意 多 个 群 的 情形 . 
设 1 是 个 非 空 指标 集 , 对 任意 ie I,， 有 一 个 群 6,, 即 有 群 
族 
{G.Ilie1), 
用 也 代表 诸 G, 之 并 集 . 所 有 由 了 到 U0 的 映射 构成 的 集合 记 为 
F, 它 的 子 集 
G= {fe Flf(i) eG,iel} 
是 个 非 空 集 . 规定 ,对 任意 /ge C， 
(f, 8) — ftg, 
[f#g](i) = f(i)e(i). 
hg 是 1 到 0 的 映射 , 上 且 [f#g](i) e 6G, 因为 (i) 和 g(i) 都 是 
群 G, 的 元 素 , 它们 在 6; 中 的 乘积 仍 为 6, 中 元 素 , 故 诬 gs 是 G6 
中 元 . 
任 取 f, g, he G, 来 验证 
(fig)#h = f#( g#h). 
因为 这 是 映射 的 等 式 , 只 要 验证 它们 对 了 中 每 个 元 i 作用 相同 . 
事实 上 ， 
[ (fHe)#h](i) = (fle(i))h(i) = fi)g(i)h(i), 
[f#( g#h) ] ( = fie#h(i) = f(i) (g(i) h(i)), 
这 是 群 C, 中 元 素 的 等 式 , 由 于 G; 是 个 群 , 满足 结合 律 ， 知 # 满 
足 结合 律 . 
用 。 代表 G6, 的 恒 等 元 , 映射 
y(i) = e;， 对 每 个 iel 
是 6 的 恒 等 元 . 
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对 任意 fs G6, 看 映射 
8(i) = f(i)”， 对 每 个 ie 1 
显然 有 8 胡 =hsg =y, 即 g 为 f 在 G6 中 的 道 元 . 
总 之 ,(G,#) 是 个 群 , 通常 记 为 Je: 


定义 3 称 (G, #) 为 群 族 { Cilie 媳 的 直接 积 . 
命题 4 若 了 是 "元 集 , 则 {Glie 1 的 直接 积 同 构 于 它们 
的 外 直 积 . 
证 明 ”不妨 设 TI=|1,2,…, nl. 
建立 映射 , 令 
op: TG6— 6 xc x xG,, 


p:f— (f(1), f(2), ,fn)). 
对 任意 /, g e Tc， 


pl(fie) = (ftg(1), *…, fHe(n)) 
= (f(1)g(1), ,fl(n)ge(n)) 
= (f(1), ,fln))(e(1), ', g(n)) 
= p(f) pl8). 
即 p 是 个 同 态 映 射 . 
任 取 xieG,…,%,eG,, 看 6G 中 元 所 即 1 到 UV 的 映射 ) 
f(1) = x fn) = wa， 
必 有 
pf) = (FL1)，…，Rn)) = (xi …，xn)， 
故 , 9 为 满 射 . 
如 果 f, geG 而 8g(f) =p(8)， 即 
(f(1), 1%, fln)) = (8(1), *…, g(n)), 
从 而 
f(1) = g(1),%, f(n) = g(n). 
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这 说 明 f, g 是 相同 的 映射 ,f=g. 所 以 p 为 单 射 . 

总 之 , 9 是 个 同 构 映射 . 

定义 4 在 集 族 {6,1ie7) 的 直接 积 Te 中 ,所 有 只 有 限 
处 不 为 恒 等 元 的 映射 构成 的 集合 记 为 2 G;, 称 为 族 { G,lie 1 
的 弱 直 积 . 

对 于 7 为 有 限 集 情形 , TG = 立 6 


命题 5 对 任意 群 族 { 6， ie 而 言 ， 其 弱 直 积 是 直接 积 的 
一 个 不 变 子 群 . 
证 明 用 ;代替 6, 的 恒 等 元 . 任 取 / e > G6, 设 除 有 限 


处 忌 ， 外， 


f()) = 6 
那么 ， 对 任意 geC， 当 j¥i， i 时 
gHg'(j) = g(DfI) eI)™ = ge()) 68())™ = %, 
这 说 明 g#f#g " €& 2》G: 
习 题 


1. 给 出 ZA(2) ,ZA(3) 的 外 直 积 的 乘法 表 . 
2. 给 出 ZA/A(2) xZA(2) x242) 的 所 有 子 群 . 
3. 设 群 6 是 其 子 群 , 4, B 的 内 直 积 , 且 Z 为 6 的 中 心 , X 
是 4 的 中 心 , 了 是 B 的 中 心 , 则 2Z 为 XY 和 了 的 内 直 积 . 
4. 在 非 零 有 理 数 乘法 群 中 , 子 群 
C= 12?$"1m,neZ| 
是 其 子 群 
=li2"lime2Zl， 
K= {5"lneZ}l 
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的 内 直 积 . 
5. 设 C, HH 是 群 , 则 Cx 瑟 的 换 位 子 群 同 构 于 6 的 换 位 子 
群 与 互 的 换 位 子 群 的 外 直 积 ， 即 
(GxH)'=sG’xH' 


第 四 章 环 


前 两 章 讨论 的 群 是 仅 有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 . 本 章 将 
要 学 习 具 有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 . 近世 代数 学 中 常见 的 具 
有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 有 结合 环 ，Lie 环 ，Jordan 环 ， 格 和 
Boole 代数 等 ， 其 中 结合 环 理论 的 背景 最 为 广泛 , 研究 的 历史 
最 长 , 已 成 为 近世 代数 中 最 基本 的 内 容 之 一 . 


$1 环 的 定义 


定义 1 设 集合 R 上 有 两 个 二 元 运算 , 一 个 叫 加 法 , 记 为 
+ ; 一 个 叫 乘 法 , 记 为 ., 且 
1.(R，+ ) 是 个 交换 群 ; 
2、 乘 法 .在 尺 上 是 结合 的 ; 
3. 对 任意 a, 5b, ce R, 都 有 
a (b+c) =a'b+a'c ( 左 分 配 律 )， 
(b+c)'a=b'a+c'a ( 右 分 配 律 ). 
则 说 (及 ，+ ，，) 是 个 结合 环 , 简称 环 . 
在 不 致 引起 混淆 的 情形 下 , 也 说 R 是 个 环 , 把 a .5 记 成 
ab. 环 中 运算 , 在 无 括号 时 , 总 是 先 绞 后 加 . 
例 1 整数 集 Z, 有 理 数 集 Q, 实数 集 及 ,复数 集 C 和 偶数 
集 在 数 的 加 法 , 乘法 下 分 别 是 个 环 . 
例 2 设 F 为 R 上 的 所 有 变换 的 集合 ， 即 定义 在 (-%， 
+ % ) 上 的 所 有 实 函 数 的 集合 . 对 任意 ./， ge 了 『, 规定 
f+g:*— f(x) +g(x), x eR, 
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fg:x*— f(x) .g(x), x eR, 
则 (FF，+ ，* ) 是 环 . 
例 3 设 0 是 加 法 群 (G，+ ) 的 零 元 , 对 任意 a, be 6G, 规 
定 
ab=0, 
则 (G6，+ ，' ) 是 个 环 , 一 般 称 为 零 乘 环 或 零 环 . 
例 4 四 阶 对 称 群 5, 的 子 群 
R= {e, (12), (34), (12)(34)} 
是 个 交换 群 . 将 e,，(12),，(34),(12)(34) 依 次 记 为 e, a, 5b， 
c， 则 其 运算 表 为 


用 下 一 个 运算 表 


得 到 尺 上 另 一 个 二 元 运算 . 今 证 明 (R，+ ，' ) 是 个 环 . 
设 x,Y, z, ue R. 首先 , 由 u0 =wb=0 知 当 z=0 或 上 时 有 
(xy)z = 0 = x(yz), 
(x ty)z=0 = xz+Yz, 


而 由 ua =uc=w 知 当 z=a 或 c 时 ， 有 
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(xy)z = xy = x(yz), 
(x +y)z =X+y = x + yz. 
这 说 明 R 满足 结合 律 和 右 分 配 律 . 
再 则 ,只 要 x, y, z 中 有 一 个 为 0, 则 必 有 
Xx(y +2) = XY + Xz. 
而 当 y=z 时 , 则 有 
x(y +7y) =0 = wy + %y. 
看 x, y, z 均 非 零 且 yzxz 的 情形 . 取 y=28, 则 zzb, 从 而 b+z 
头 0, b. 于 是 知 z 与 +z 为 a 或 <, 从 而 有 
x(b+z) =% = xb + xz. 
由 群 中 加 法 运算 的 交换 性 知 亦 有 
x(z +b) = xz + xb. 
这 是 y, z 中 有 一 个 为 b 的 情形 . 再 看 y， z 均 非 5 的 情形 . 注意 
yz#z 且 y, z 又 均 非 0, 知 y,z 中 一 为 a, 另 一 为 c, 从 而 y+z= 
5, 故 有 
x(y +2) =0=%+% = XY + Xz. 
于 是 知 R 亦 满 足 左 分 配 律 . 故 R 为 一 环 . 
例 5 设 RR 为 一 环 , n 为 一 自然 数 , 称 


Ql Gn 
es ， ayEeER 
Cn 机 Cn 


为 R 上 和 矩阵 ， 对 所 有 的 n 阶 和 矩阵 , 像 数 域 上 矩阵 那样 定义 加 法 
与 乘法 , 则 形成 一 个 环 , 称 为 RR 上 n 阶 全 阵 环 ， 记 为 M,(R). 
这 是 环 理论 中 最 重要 的 一 类 环 . 

例题 1 设 (G，+ ) 是 个 交换 群 , 用 互 代表 C 的 所 有 自 同 
态 ( 即 6 到 CG 的 同 态 映射 ) 的 集合 . 规定 , 对 任意 0o, reE,*xe 
C， 


og +7T: XT— oO(x) +T(xz)， 
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oT:xX—o(7r(x)), 
则 得 到 上 两 个 运算 . 证 明 ,(E，+ ，， ) 是 个 环 . 
解 设 o,reE. 由 oT 为 6 的 自 同 态 知 o.' TeE. 设 
x, YeG, 则 
(go +7)(x+7Y) 
=0o(x+y) +7(x+7) 
= (zx) +a(y) +7(x) + 7(7) 
= (xz) +7T(%) +o(y) +7(7) 
= (og +7)(x) + (0 +7)(7), 
易 知 oc+7r 是 6 到 G 的 映射 , 而 由 上 式 知 go+7reE 总 之 ，+， 
是 EE 上 两 个 二 元 运算 . 
不 难 证 明 + 满足 交换 律 和 结合 律 , 零 同 态 映 射 0'( 即 把 G 
中 元 均 映 为 6 中 堆 元 的 映射 ) 是 的 加 法 零 元 , 对 任意 oeE， 
-0I:Y 一 -IOX)，M EC 
是 在 已 中 的 负 元 . 于 是 ，( 有 8，+ ) 是 个 交换 群 . 
映射 复合 满足 结合 律 . 今 设 o, r, peE,xeC, 则 有 
[(o +7) :pj(x) = (0 +7)[p(x)] 
=o[p(x)] +7[p(x)] = (og *p)(x) + (7*p)(%) 
=(g*p+7°*p)(x), 
故 有 (oo+7) :p=o "p+7*p, 表 满足 右 分 配 律 . 另 一 方面 ， 
[p*: (go +7)](x) = pl(o +7)(x)] 
=p[o(x) +7(x)] = plo(x)] +p[r(x)] 
=(p*o)(x) + (p*7)(x) = (po tp 7)(x), 
故 有 p: (co+7)=p"'o+p*7, 满足 左 分 配 律 于是， 
(E，+ ，* ) 为 一 环 . 
E 称 为 6G 的 自 同 态 环 . 应 该 注意 , 证 明 左 分 配 律 时 用 到 了 
映射 p 的 同 态 性 , 而 证 明 右 分 配 律 时 交 未 用 到 同 态 性 . 
例题 2 设 CG=Z/(2) ={[0], [1]}, 用 代表 所 有 G6 到 
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C 的 映射 的 集合 ，+ 与 的 定义 如 例题 1. 那么 , (F,，+，:) 
是 个 环 吗 ? 

解 令 o 满足 

o([0]) = [1], o([1]) = [1], 
则 oeF, 但 
[rc (og +o)]([1]) = {1], 
(ogo:otoo)([1]) = [0]， 

(FF，+ ，* ) 不 满足 左 分 配 律 , 非 环 . 

看 例题 1 的 证 明 可 知 (F，+ ，' ) 满 足 右 分 配 律 . 所 以 , 在 
环 的 定义 的 公理 中 , 两 个 分 配 律 是 独立 的 , 需 分 别 去 验证 . 

命题 1 设 (R，+，. ) 是 个 环 , 0 是 (R，+ ) 的 零 元 ,， -a 
代表 (R，+ ) 中 a 的 负 元 , 则 对 任意 a, b, ce R, 有 

1. 0.a=a:0=0; 

2. 4:(-b6)=(~a)'b= -oa.: 5b; 

3. (~a)'(-b)=ab; 

4.a:(b-c)=a:b-a'c, (a-b)'c=ac-b'e. 

证 明 由 

0.a=(0+0) .aa=0'.a+0'a 

知 0.a=0, 类 似 地 有 a:'0=0. 由 

a*:(-b)+a.:b=a.[(-b6)+b]) =a.0=0 
知 a.( -6b) = -a*b, 类 似 地 有 ( -a)…' b= -ab 剩余 部 
分 由 2 易 得 . 

定义 2 设 尺 是 个 环 . 如 果 R 的 乘法 有 单位 元 e( 即 恒 等 
元 ), 则 说 RR 是 个 有 单位 元 的 环 , 或 称 有 1 环 , 称 。 为 的 单位 
元 (或 恒 等 元 ). 车 ae 有 R, az0, 而 有 bz#0 或 czx0 使 ob=0 或 
ca =0, 则 说 a 是 的 一 个 零 因 子 . 如 果 环 R 的 乘法 满足 交换 
律 , 则 说 RR 是 个 交换 环 ， 有 1 的 无 零 因子 的 交换 环 为 整 环 或 整 
区 . 
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例如 , 整数 环 、 有 理 数 环 、 实 数 环 都 是 整 环 . 但 偶数 环 不 
是 整 环 , 它 没有 乘法 单位 元 . 
命题 2 设 只 是 整 区 , 则 RR 的 乘法 满足 消去 律 , 即 当 a, 5。， 
ceR, azx0 时 ,a.b=a'c 蕴 含 b=c. 
事实 上 ,着 a. b=a*c, 则 有 
0=a.:b-a:c=a.(b -ce), 
由 于 RR 无 零 因子 , azx0, 知 必 有 4b-c=0, 即 b=c. 
例题 3 若 环 尺 中 任意 元 a 均 满足 
Ga-= 4， 
则 RR 必 为 交换 环 . 
解 ” 任 取 a, beR, 则 有 
a+b= (a+6b).: (a+6b) 
=a:ata:b+b:ata'a 
=a+a:b+b.:a+b, 
从 而 有 1 
a:b+b.a=0. (1) 
用 a 代替 (1) 式 中 的 8, 有 
| a+a=a'a+a'a=0， 
即 有 c = -a. 于 是 (1) 变 成 
CQ 六 =-b:'a=b.a, 
知 尺 为 交换 环 . 
由 于 环 既 是 一 个 加 法 群 又 是 一 个 有 乘法 的 代数 系统 ， 所 
以 , 前 两 章 中 一 些 惯用 的 写法 可 直接 使 用 . 例如 ,是 自然 数 
时 ， 
ar = ac…a， 大 个 a 相 乘 ， 
ka =a+a+…+a 大 个 a 相 加 ; 
当 大 为 负 整数 时 ， 
ie=(-o)+(-a)+…+(-a)，(- 人 个 (-a) 相 加 . 
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命题 3 设 R 是 个 有 单位 元 。 的 环 , 则 对 任意 neZ, oe 
R, 有 
na = (ne)a. 
证 明 ” 当 n=0 时 命题 显然 成 立 ， 当 n>0 时 ， 
na =a+a+'*+o =e4+ea+* +ea 
=(e+…+e)a = (ne)a. 
当 n<0 时 , m= -n>0, 且 
na =m(-a) = (me)(- a) 
=(~ me)a = (ne)a, 
其 中 ( -me) =ne 是 因为 
me+ne= (e+…+e)+[(-e)+…+(-e)]j =0. 


例 6 设 RR 为 一 环 , x 为 一 文字 , 在 集合 
R[x] = { Da! ai e R, 有 限 个 a, zz ol 
规定 它 的 两 个 元 素 


f(x) = aox + tax, as 天 0 (2) 
g(x) = box + +h x", bz#¥0 (3) 
相等 当 而 且 仅 当 m=n, 且 对 应 系数 相等 ， 即 
ao = bo, *, a, = b,. 
在 R[x] 上 仿 实 系数 多 项 式 定义 加 法 与 乘法 , 如 
f(x)g(x) 


= (aobo ) x" + (aobi + aibo ) x 十 GD 
这 里 ， 当 丸 不 是 交换 环 时 , f(x)g(x) 不 一 定 等 于 g(x)f(%). 
R[x] 称 为 环 尺 带 文字 x 的 一 元 多 项 式 环 . 环 R[x] 带 文字 
y 的 多 项 式 环 R[x][y], 可 记 为 REx, y]. 类 似 地 , 对 于 mn 个 文 
字 z， zy，"…，%, 有 下 上 的 多 项 式 环 
R[%i, 7, x] = R[x «es ta] [%,], 
称 为 R 上 个 文字 多 项 式 环 , 或 RR 上 nn 元 多 项 式 环 . 
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多 项 式 理论 是 代数 学 的 基石 之 一 . 

定义 3 设 尺 是 个 有 单位 元 1 的 环 . R 的 元 a 称 为 R 的 一 
个 单位 ,如果 有 beR 使 

ab =ba=1. 

设 下 为 一 数 域 , 则 1,(FP) 中 的 可 逆 矩 阵 就 是 单位 .从 高 等 
代数 中 知道 , 如 果 4e M.(F)， 4x0, 则 不 为 零 因子 时 必 为 音 
位 . 

但 是 , 此 事实 不 能 照搬 到 任意 交换 环 的 情形 . 例如 


为 M:(Z) 之 一 元 、 若 有 


人 


1 0 2 0Wa 8 2a 22 
( 路- ( 中 让 (> zj， 
则 必 有 2a=1, aeZ. 这 是 不 可 能 的 . 故 T 不 是 M,(Z) 的 单位 . 
注意 , 当 4z0 时 , 4T=7T4z0, 知 了 亦 非 零 因 子 . 
单位 元 是 单位 , 但 单位 不 一 定 是 单位 元 . 
例题 4 设 R 为 一 环 , ee RR 是 RR 的 一 个 左 单位 元 , 即 满足 
. 条件:; 若 xeR, 则 ex =x 如 果 再 设 e 是 R 中 了 唯一 的 左 单位 元 ， 
则 e 是 R 的 单位 元 . 
解 若 有 xeR 使 xezx, 则 xe-x 天 0,， 从 而 e+xe-x 天 e. 
但 对 任意 YeR 有 
(et+xe ~ xX)y =y+xy -y= 7Y, 
即 e+xe -x 为 RR 之 另 一 左 单位 元 , 了 矛盾. 故 对 任意 x*e RR 恒 有 
xe =ex =x, 知 e 为 尺 的 单位 元 . 


使 
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习 是 
1 用 也 代表 偶数 集 ，+ 是 数 的 加 法 . 规定 , 对 任意 m,ne 
E, 
m*n= mn 


证 明 ,，(E，+ ，°) 是 个 环 . 

2. 设 复数 集 4= al,，…, a,},n>1，+，， 为 数 的 加 与 
乘 . 证 明 ，(4，+ ，， ) 非 环 . 

3. 环 尽 为 交换 环 的 充分 必要 条 件 是 , 对 任意 as, be R 都 有 

a -b= (a+b)(a -5b). 

4. 设 眉 为 例 2 中 的 环 , 证 明 它 是 有 零 因 了 于 的 环 . 

5, 设 环 及 无 零 因 子 , ee R, e 关 0. 如 果 e.e=e, 证 明 e 是 
R 的 单位 元 . 

6. 证 明 , 有 1 交换 环 满足 乘法 消去 律 时 必 为 整 环 . 

7. 证 明 , 任意 一 个 恰 含 5 个 元 素 的 环 都 是 交换 环 . 

8. 证 明 , 有 1 环 R 是 交换 环 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 *, 7 
eRR 异 有 


2 


(27)” = %y 
$2 子 环 和 理想 


定义 1 设 (R，+ ，. ) 是 个 环 , 5 是 RR 的 一 个 非 空子 集 . 
如 果 + 和 .也 是 3 的 运算 , 且 (S，+ ，… ) 也 是 个 环 , 则 说 (5， 
+，* ) 是 (R，+ ，， ) 的 一 个 子 环 ， 当 所 指 运算 不 会 混淆 时 ， 
可 简单 地 说 5 是 R 的 子 环 . 

例 1 整数 环 是 有 理 数 环 的 子 环 , 二 者 都 是 实数 环 的 子 环 . 

例 2 用 C 代 表 $1 例 2 之 正中 的 所 有 连续 函数 的 集合 ， 
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则 C 是 下 的 子 环 . 
例 3 5 是 的 子 环 时 ， M.(5) 亦 为 MM,(R) 的 子 环 . M， 
(RR) 中 全 部 下 三 角 和 矩阵 ， 即 
(ay) e M.(R), i <j 时 a,; =0 
形成 放 ,(R) 的 一 个 子 环 . M,(R) 中 所 有 形 如 
4 ") 
0 0 
的 矩阵 也 作成 M, (RR) 的 一 个 子 环 ， 其 中 4 是 m 方 阵 , m 志 <n. 
MM,(R) 中 所 有 形 如 
a 0 … 0 
- 0 … 0 


的 矩阵 也 作成 检 ,(R) 的 一 个 子 环 . 

命题 1 设 R 是 个 环 , 5 为 R 的 非 空子 集 . 那么 , 3 是 只 的 
子 环 的 充分 必要 条 件 是 : 

1. 对 任意 a, beS, 有 a+be5S，, 

2. 对 任意 aeS, 有 -ae5S， 

3. 对 任意 a, beS, 有 abeS. 

证 明 ”如 果 S 是 RR 的 子 环 , 则 (S，+ ) 是 (R，+ ) 的 子 群 ， 
从 而 5 满足 1 和 2. 尺 上 的 乘法 也 是 $ 上 的 乘法 , 故 5 满足 3. 

反 过 来 , 由 3$ 满 足 1 和 2 知 ($，+) 是 (只 ，+ ) 的 子 群 从 而 
为 一 群 . 由 1 和 3 知 + 和 .是 5 的 运算 , 它们 是 从 的 运算 派 
生出 来 的 , 因而 满足 加 法 交换 律 、 乘 法 结合 律 以 及 左 和 右 分 配 
律 , 于 是 (5，+ ) 是 个 交换 群 ,，(S，+ ，， ) 为 一 环 , S 为 尺 的 子 
环 


仿 上 可 以 证 明 . 
命题 2 设 尺 是 个 环 . 则 $ 是 RR 的 子 环 的 充分 必要 条 件 
是 : 
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1. 《3S，+ ) 是 (R，+ ) 的 子 群 ; 
2. 对 任意 a, be S, 有 abe 9. 
例 4 在 实数 环 R 中 , 所 有 形 如 
a +bV2, a,beZz 
的 数 形成 R 的 一 个 子 环 . 
在 复数 环 C 中 , 所 有 形 如 
a+bi, a,beZz 
的 数 形成 C 的 一 个 子 环 , 称 为 Gauss 整数 环 . 
例 5 整数 环 Z 的 子 集中 , 所 有 偶数 的 集合 E 是 Z 的 子 
环 , 任意 奇数 的 集合 $ 都 不 是 Z 的 子 环 :5 在 减法 之 下 不 封闭 ， 
例如 aeS， 则 
a-a=0¢5S. 
例 6 例 2 的 环 C 中 , 子 集 
S= {fecCclf(2)=0| 


是 C 的 一 个 子 环 . 
命题 4 设 5,, ae1 都 是 环 R 的 子 环 . 那么 , 它们 的 交集 
S=Ns, 
仍 为 R 的 子 环 . 


证 明 首先 , 由 5, 均 为 加 群 的 子 群 知 5 是 加 群 R 的 子 
群 . 设 x, ye 5S, 则 x, ye 5,, 对 任意 aeI 5。 是 子 环 , 从 而 有 
xyeS,, ael 于 是 有 xye 5S. 总 之 , 5 是 R 的 子 环 . 

定义 2 设 R 是 个 环 , ae R. 令 

A4= {Sl1S 是 RR 的 子 环 , a e S}， 

称 由 5 为 RR 的 由 a 生成 的 子 环 , 记 为 (a). 设 T 是 让 的 一 个 非 
空子 集 , 可 类 似 地 定义 了 生成 的 子 环 (7》、 如 果 了 是 有 限 集 
te 6 则 记 (7 = (a1, …， 4,). 

玲 论 (7) 是 玉 的 包含 了 的 子 环 中 的 最 小 者 . 
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证 明 首先 , 《7) 本 身 为 一 包含 7 的 子 环 . 其 次 , 设 5, 为 
R 的 一 个 包含 了 的 子 环 , 则 
Se4=1sS1S 是 尺 的 子 环 , 7 C S|}， 
从 而 知 
《了 7 =N5 = So. 
命题 5 设 R 是 个 环 , aeR. 那么 , R 中 所 有 形 如 
ma, ma + mG + ma + + Mma’, 
的 元 (其 中 六 m, n, m, eZ, 1>0) 做 成 的 集合 T 恰 为 (a). 
证 明 设 4 为 定义 2 中 那个 子 环 族 . 设 x, ye7T, 即 x,y 
可 以 写成 
YX = mat+ma + +ma', 
y=Mma+na + +na', 
其 中 某 些 m, 或 n, 可 能 为 0， 于 是 有 
x-y=(m-nm)at+(m,~-n)a eT, 
xy = miniaz t+ +mna eT 
若 取 :=mi =1, 则 有 ae7, 知 T 非 空 , 从 而 为 RR 的 一 个 合 a 的 
子 环 , 即 Te 4, 于 是 有 (a) = NSCA. 另 一 方面 , 车 Se4, 则 
a e 5. 注意 5 为 环 , 知 所 有 形 如 4 的 元 必 在 $ 中 , 从 而 有 755， 
TENS=(0). 总 之 , 有 T= (a). 
应 用 命题 5, 可 以 知道 整数 环 Z 中 元 8 生成 的 子 环 (8) 中 
元 具 形 
m8 +n64+. +hk8' = (m+B8n+. +8"k)8, 
帮 有 
(8) = {8ml meZ) = {, -8,0,8,16,.…}. 
念 命题 5, 可 以 证 明 
命题 6 设 T 是 环 R 的 非 空 子 集 , 则 (7)? 恰 由 下 述 形式 的 
元 组 成 : 
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Ci 十 0 十 二 
其 中 诸 ec 5b,,…，, z, 均 为 了 中 元 或 它们 的 负 元 . 
如 果 命 题 6 中 的 T= ftc, 6b} , 则 
alt+a, =ka+t+lb, k,leZ, 
bici+'*+b,c, =sar +pab +gba+tb’, s, p, g, teZ. 
例题 1 求 出 整数 环 Z 中 6 和 9 生成 的 子 环 (6, 9). 
解 ” 此 子 环 含 所 有 形 如 
Kk6+19, k,lerZ (*) 
的 整数 . 而 Z 是 交换 环 ， 
562 +p(6:9) +19° = (6s +9p)6 + (91)9 
也 具有 ( * ) 的 形式 . 同样 
m6’ + 7n6 .9 + 
也 可 以 写成 ( * ) 的 形式 . 所 以 
6, 9) = {6k + 9li k,l e 2}. 
例题 2 ”在 实数 域 R 上 2 阶 全 阵 环 M,(R) 中 , 求 其 子 集 


r=-{( ") |m,n ez) 
生成 的 子 环 . 


解 ” 很 明显 , 7 含 于 整数 环 Z 上 2 阶 全 阵 环 M,(Z). 任 取 
( 中 s 有 (2Z)， 


n 


由 于 


故 有 《7T) =M,(2Z). 
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设 (R，+ ，， ) 为 一 环 , 4 为 (R，+ ) 的 一 个 子 群 , 则 有 商 
群 
G/A = la+A,b+A,.…|}. 
定义 G6/4 的 乘法 , 最 自然 的 是 令 
(a+A)(b+A) = ab+Ah. 
问题 在 于 , 4 满足 什么 条 件 时 ， 上 述 定义 可 与 陪 集 的 代表 元 选 


择 无 关 呢 ? 设 
a+A=a,+4, b+A= 6b,+A, 
则 有 xx, ys4 使 
a+%X= Qi, b+y=b. 
于 是 


aib! = ab + ay + %b + xy. 
欲 使 c, +4 =ab +4, 只 要 使 
ay +xb+xyeAh 
即 可 . 

定义 3 设 (R，+，: ) 是 个 环 , 4 是 的 子 集 . 如 果 

1. (4， + ) 是 (R，+ ) 的 子 群 ; 

2. 对 任意 x, ye4 和 任意 a, beR 都 有 

ay, xb < 4， 
则 说 4 是 尺 的 理想 . 

我 们 用 A4<R 表示 4 是 R 的 子 环 , 用 4<R 表 示 4 是 尺 的 
理想 ， 从 定义 中 可 以 看 出 , 如果 4<R, 则 必 有 4<R. 因此 , 也 
有 人 称 环 的 理想 为 环 的 理想 子 环 . 

条 件 2 体现 了 对 4 的 两 侧 要 求 , 故 有 时 称 环 的 理想 为 其 双 
侧 理 想 或 两 边 理 想 . 

例 7 设 1 为 环 R 的 理想 , 则 M.(1) 为 M,(R) 的 理想 ， 
I[x] 为 RLx] 的 理想 . 

设 
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因 7T<R 知 aab,， oawv e 7 从 而 知 4K，X4 EM,(D. 此 
外 , 易 知 M,(7) 为 M,(R) 的 加 法 子 群 , 故 有 M, (71) <M,(R). 
类 似 地 , 可 得 I[x] <R[Lx]. 
例 8 在 整数 环 Z 中 , 偶数 环 是 Z 的 理想 . 
例 9 在 环 R 上 多 项 式 环 R[x] 中 , 取 定 一 个 正 整 数 n， 则 


i 
[Zo 
isn 


a eR} 


为 R[*] 的 理想 . 
例 10 集合 


是 M:(Z) 的 子 环 , 但 不 是 其 理想 . 
易 验证 4<M,(Z). 注意 


但 


即 知 4 非 M,(Z) 的 理想 . 
命题 7 设 R 是 个 环 , 4。, ae 1 都 是 RR 的 理想 . 那么 , 它 


Je 
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们 的 交集 M4。 必然 也 是 R 的 理想 . 

环 RR 本 身 是 RR 的 理想 因此 , R 的 任 一 子 集 都 包含 在 尺 的 
某 些 理想 中 . 此外, 设 R 的 零 元 为 0, 则 {01 亦 为 RR 的 理想 . R 
与 10} 都 是 R 的 平凡 理想 . 

定义 4 设 R 是 个 环 , TCR, 了 非 空 . 作 的 理想 族 

B= {14R,TCH1, 
得 到 理想 I 称 为 R 的 由 子 集 T 生 成 的 理想 , 记 为 (7T). 如 果 了 
= {oa …, ai, 记 (7) = (a,,…, 6,), 称 为 由 a,,…, a, 生 
成 的 理想 . 称 (a) 为 由 a 生成 的 主 理想 . 

仿 命 题 5, 可 以 证 明 

定理 1 设 了 是 环 尺 的 非 空子 集 . 那么 ，(7) 中 元 人 恰 由 下 
述 类 型 元 组 成 ， 

ma 十 和 二 有 0 mb + +rb, 
+ cSt +t oe + es + Hdiy 十 + Aidiyiy 
其 中 n,n, 是 整数 ， Qi Qs b， pe b,, Cis Cl di, 
0 de 了， 站 Ki, yi, "*, yeR. 
推论 1 设 尺 是 个 环 , ae R. 则 (e) 恰 由 下 列 类 型 元 组 成 
na+rat+as +XGCYI + + XQY;, 
其 中 neZ, r,s, Xi Xi 971 YiER. 
特别 ，(0) = 10}. 常 记 (0) =0. 
推论 2 设 R 是 有 1 环 , aeR, 则 


(0 = {Tren | eR} 
注意 , R 无 单位 元 时 ,上 式 右 端 集合 仍 为 R 的 理想 , 记 为 


~ RaR. 
全 例题 3 整数 环 乙 中 的 每 个 子 环 $ 必定 是 由 某 个 非 负 整 数 
 - 生 蛾 的 主 理想 . 

解 ”注意 (S，+ ) 为 无 限 循 环 群 (Z，+ ) 的 子 群 , 由 第 二 章 
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$3 知 有 某 非 负 整数 使 
S= |mnim ee 2}. 
而 由 定理 1 知 上 式 右 端 怡 为 (m”). 
设 4, ie7 都 是 环 有 尽 的 理想 , 4 = UA4i， 称 (4) 为 理想 4， i 
er 的 和 ， 记 为 包公 当 了 = {a, B,， 机 y} 时 ， 记 > 4， = 4。 
+ As + +4,. 我 们 有 
命题 8 设 4,, ieI 都 是 环 R 的 理想 , 则 


丰 4 = [a eR| 有 限 集 / C1 及 a e 4,ie J 使 = 卫 o]. 


ze 

证 朋 记 上 式 右 端 集合 为 5. 车 a。e 对 4,， 则 有 
T= tal, a bss ,bis Cs s,s Cis di,*， d,| CA 
及 

有 
使 。 

a= mast+ 了 mbt+》ocoso+ xpdpyp 

由 4=UA4,, 4,<4R, 知 上 式 右 端 多 项 式 中 每 项 均 属于 某 个 4,， 
故 aeS. 反之 , 车 ae 5, 则 显然 有 a e 》 4 总 之 有 了 4 = 
S. 
例题 4 设 尺 是 有 1 交换 环 , 给 出 a,, …, a, eR 生成 的 理 


想 . 
解 ” 注 意 R 有 1, 又 是 交换 环 , 用 定理 1 有 
(ay 0) = not tralr, ,rr, eR!, 
(a,) = {ralr ee Ri}. 

由 命题 8, 有 


(aa ) = (oa) +…+(a). 


例题 5 设 R 为 一 环 , 则 
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A= {xeRI RxR=0| 
为 的 理想 . 
解 由 于 0s4 知 4 关 弛 . 设 a,be4,r,s,tieR. 看 
rla-b)s =ras -rbs=0-0=0, 
s(ra)t = (sr)at = 0， 
s(ar)t = sa(rt) = 0， 
知 4<R. 
车 RR 是 有 1 环 , 则 4=10}. 车 RR 是 零 乘 环 , 则 4 =R. 若 玉 
是 $1 例 4 中 的 环 , 则 4 =10, 56]. 
例题 6 设 4、B 为 环 R 的 非 空 子 集 . 通常 用 4B 代表 RR 中 
所 有 形 如 
ab + +ab,, aire,bieB,neZ,n>!1 
元 的 集合 . 证明, 如果 4, B 均 为 的 理想 , 则 4B 也 是 R 的 理 
想 . 
解 由 4, 有 非 空 , 知 4B 关 名. 设 
abit' tab,, cdi + +c,d, EAB, ueR, 
其 中 ai c; eh4, 5b,, d,e8, 那么 
abi + +ab,- (cdi+' +c,.d,) 
=abi +…+ab+i(-c)d+…+(-c)d e AB, 
u(aib, + ** + a.b,) 
=(ua)b + + (ua,)b, € AB, 
(ab t+ +a.b,)u 
=a(bu) + +a,(bu) E AB, 
故 知 4B < 及 
例题 7 设 
| 


R= lb e M,(R) 
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0 0 a 
:|e 0 | 

0 0 0 

0 0 0 
T=(A4AeS§$|IA4=|I0 0 al,. 
| 


则 5 是 环 的 理想 , 了 是 环 $ 的 理想 , 但 了 不 是 环 尺 的 理想 . 
解 显然 ,了 为 3 的 子 群 ,8 为 R 的 子 群 , R 为 一 环 . 记 
Ta 5b 
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其 中 a, b,c,x,yeR. 由 BD=DB=0s7,De7,p8eS 可 知 了 
<IS. 由 A4B=CeS, B84=0e5S, AeR,BeS, 可 知 $<R. 但 由 
EF =GC¢gT, EeR, Fe7T, 知 不 是 RR 的 理想 . 


习 题 


1. 设 p 是 个 素数 . 证 明 , 集合 
H= im/neQ| (m,n) =18(n,7p)=1| 
构成 Q 的 一 个 子 环 , 其 中 (&, 站 表 整 数 上 与 1 的 最 高 公 因 数 . 
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2. 设 p 是 个 素数 , 证 明 , 集合 
EE= {Im/ne Ql (m,n)=18n=p,k>0) 
构成 Q 的 一 个 子 环 . 
3. 给 出 $1 例 4 中环 RR 的 所 有 子 环 . 
4. 设 尺 是 个 环 . 那么 
SS= {xeRI 有 neZ,nzx0, 使 nx =0| 
构成 RR 的 一 个 理想 . 
5. 设 4 为 R[x] 的 一 个 非 零 理想 , f(x) 为 4 中 次 数 最 低 者 ， 
则 4= (f(x)). 其 中 f(x) 次 数 的 定义 与 数 域 上 多 项 式 次 数 的 定 
义 一 致 . 
6. 设 1 为 R[x] 的 一 个 理想 , n 为 一 自然 数 
I, =fic1 有 ao+…+ax e1}, 
证 明 :;L, 为 RR 的 理想 . 
7. 车 e,、e, 为 交换 环 RR 的 等 方 元 ， 即 
el = el， e2 = e)， 


证 明 ，(e ，e:) 必 为 的 一 个 等 方 元 生成 的 主 理想 
83 理想 与 商 环 ( 工 ) 


§ 2 引进 理想 的 目 有 在 于 使 商 群 为 一 环 . 今 证 明之 . 
定理 1 设 (R&，+ ，. ) 为 一 环 , 4 为 RR 的 一 理想 .在 商 群 
R/4 中 定义 乘法 如 下 :对 任意 e+4, b+hAeR/h, 令 
(a+A). (5+A) = ab+4， 
则 (RA/4，+ ，，… ) 为 一 环 . 
证 明 由 理想 定义 前 的 说 明知 关于 R/4 的 乘法 的 定义 是 
合理 的 . 设 a+A4, b+A4, c+heR/A, 则 由 
[(a+A)(b+A)]j(c+A4) 
=(ab+A)(c+A) 
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=(ab)c+4 

=a(bc) +4 

=(a+A)(be+A) 

=(a+A)[(b +A)(c +4)], 

(a+A){[(b+A)+(c+A)] 

=(ga+A)[(b+c)+A] 

=a(b +c) +A 

=(ab +ac)4 

=(ab +A) + (ac +4) 

=(a+A)(b+A)+(a+A)(c+A4) 
知 R/L4 的 乘法 满足 结合 律 ，R/4 满足 左 分 配 律 . 类 似 地 还 可 证 
R/A 满足 右 分 配 律 ， 于 是 知 (RAA，+ ，，) 为 一 环 . 

定义 1 定理 1 中 得 到 的 (RA/A4，+ ,，，* ) 称 为 环 R 对 理想 4 
的 商 环 , 或 称 剩余 环 . 

商 环 是 环 论 的 核心 概念 . 

例 1 讨论 整数 环 Z 的 所 有 商 环 . 

任 取 4<Z. 如 果 4=2Z, 则 ZL4 仅 含 一 元 是 其 零 元 如果 
4=0, 则 2 中 每 一 元 严 均 对 应 商 集 ZL4 中 一 个 陪 集 |mm| =m+ 
101 ,在 商 环 中 

(m+ {10})+ (n+ {10}) = (m+n) + {0} 
(m+ {0})(n+ {10}) = mn + {0}. 
此 环 与 Z 无 本 质 区 别 . 
设 4=(n). 上 面 讨论 的 是 4=1 与 n=0 的 情形 . 今 设 4> 
1, 则 商 集 为 
ZL4 = {1[0], [1],……, [zn -1]}, 
其 运算 为 
[aj +[b] = [a +6], [al[lb) = [ab]. 
特别 地 , 取 n=5, 则 商 环 
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Z/(5) = {[0], [1], [2j, [3], [4]} 

的 加 法 表 与 乘法 表 分 别 如 下 : 

+ I[0] {1] [2] [3] [4] » |[0] [1] [2] [3] [4] 
[OJITOT {1 [21] [31 {41] [oo Lo [0] [0] [0] 
[II [2] [3] [43 [0] EL [1] [2] [3] [4] 
:E21[2] 13] [4] [Ol [1] [2]I[0] [2] [4] [1] [3] 
[3]|[3] [4] [0] [1] [2] [331I[0] [3] [1] [4] [2] 
[4]|[4] [0] ft [21 [3] [4]I[01 [4] [3] [2j [1] 


例 2 所 有 形 如 
b 
(| 


的 实 2 阶 矩 阵 形成 MM,(R) 的 一 个 子 环 , 记 为 RR 中 所 有 形 如 
(0 
0 0 
的 矩阵 集 4 是 RR 的 理想 . 
R 中 任 一 元 


4 
恒 可 表 为 


(o-oo toos 


在 RL4 中 ,车 


即 
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则 必 有 a = a , 5 =b,， 故 知 


R/A = 人 站 + 4 
0 5 


a,b eR|, 


(人 富生 人 人 = (0 


(EGR 


例 3 设 aeR， 
A = {f(x) | f(x) e R[x], f(a) =0|， 
则 4 RIx]. 


因 f(a) =0 的 充分 必要 条 件 是 x -alf 作 x), 故 
A={f(x) lf(x) eR[x], f(x) =(x -a)g(x), q(x) e R[x]}. 
任 取 h(x)e R[x], 则 有 q(x) < 有 R[x]， ce 有 使 
h(x) = g(x) (x -a) +e, 
故 有 
h(x) +4 =c+Ah. 
车 有 deR 使 
c+A=d+A4, 
即 c-de4, 则 c=d， 于是, 商 环 
R[x]/A = {lat+tAlae R}, 
其 运算 为 
(c+A)+(d+A4A) = (cr+d)4， 
(c+A)(d+A) = cd+4. 
例题 1 设 RR 是 一 环 , 子 集 
S= {aeRla=xy -yx,x,y eR}, 
C(R) = (S$). 证 明 :RZC(R) 是 个 交换 环 . 
解 ”因为 0=00 -00eS, 故 Sz 名 , (5) 有 意义 . 任 取 + 
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C(R),v+C(R) eR/C(R), 则 有 
(+C(R))A+C(R)) - (v + C(R))(v + C(R)) 
=(2 -vu) + C(R) = C(R), 
即 
(w+C(R))(v + C(R)) = (v + C(R)) (w+ C(R)), 
知 RAC(R) 为 交换 环 . 
如 果 环 R 不 是 零 乘 环 , 又 无 非 平凡 理想， 则 称 R 为 单纯 环 
或 单 环 . 比如 例 1 中 的 环 
{[0], [1], [2], [33, [4]} 
元 数 为 5, 其 加 法 子 群 仅 有 其 本 身 与 0, 从 而 其 理想 亦 然 , 故 该 
环 为 单 环 . 
例题 2 设 只 是 个 环 ，~ 是 尽 上 一 个 等 价 关 系 , 而 且 ~ 满 
足下 列 条 件 
1. 如 果 ga ~5, 那么 对 任意 ceR 均 有 
atc~b+te; 
2. 如 果 a ~5b, 那么 对 任意 ce 民 R 均 有 
ac ~ bce, ca ~ cb. 
证 明 , 零 元 所 在 的 等 价 类 
K= IxeRIix~0} 
是 丸 的 一 个 理想 . 
证 明 ”对 任意 a, be 及 reR, 由 
a~-b=a+(-6b), b~0 
知 a-b~a, a-b~0. 同时 , 由 4a ~0 知 
ra ~r， m=0,， ra~0 
ar ~O0r, Or=0, ar~0 
这 说 明 下 是 的 一 个 理想 . 
例题 3 记 侦 数 环 为 E,， 则 M,(E) <M,(Z). 给 出 商 环 
亲 ,(Z)/M,(E) 的 结构 . 
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解 由 $2 例 8 知 E<Z, 由 $2 例 7 知 M,(E) <M,(Z). 
令 
"9 
| 
2 mod 
"9 
ne 
| 
人 


1 1 1 1 
Du = (, 小， Ps = 4 小 
并 用 万 代表 商 环 M,(Z)/M,(E) 中 元 D; + M,(E). 因为 每 个 整 
数 都 可 写成 2n+0 或 2n+1 的 形式 , 知 4eM,(Z) 总 可 写成 
D,+B, BeM,(E) 
的 形式 , 于 是 有 4 +M,(E) =D,+M,(E). 易 验 证 ij 时 
D, + M,(E) * D, + M,(E). 
M,(Z)/M,(E) =1{D,, D,, D,, D,, D,, D,, D,, D,, 
D,, D,, Dio, Di, Di,, Ds, Du, D's}, 
其 加 法 与 乘法 举例 如 下 
万 + 万 =- 万， DDp, = 万 ， 
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其 要 点 是 , 按 一 般 矩 阵 的 加 法 与 乘法 运算 ,得 到 的 矩阵 的 元 为 
0, 1 时 照 写 , 得 到 的 是 2 时 改 为 0. 


习 题 


1.Z/(9) 中 哪些 元 是 单位 ? 哪些 是 零 因 子 ? 哪些 元 (加 法 ) 
周期 是 3? 娜 些 元 的 (加 法 ) 周 期 是 9? 

2. 证 明 , ZA(6) 中 含有 单位 的 子 环 只 有 ZA/(6). 

3, 设 e 是 环 尺 的 单位 元 , 1 4R. 证 明 e+7 是 商 环 R/I 的 单 
位 元 ,进一步 间 , 若 7T<R，RX 有 单位 元 , 则 RR 一定 有 单位 元 
码 ? 

4. 设 1 为 环 R 的 理想 , IR 如 尺 无 零 因 子 , 则 RA/ 一定 
无 零 因子 吗 ? 如 R/T 无 零 因子 , R 一 定 无 零 因 子 吗 ? 

5. 设 了 为 环 民 的 理想 . 车 1 的 每 个 元 的 加 法 周期 都 有 限 ， 
且 RVI 的 每 个 元 的 加 法 周期 有 限 , 则 R 的 每 个 元 的 加 法 周期 都 
有 限 . 

6. 设 R 为 一 环 , R 不 是 零 乘 环 , R 的 元 数 是 一 素数 . 求证 
R 为 单 环 . 

7*. 设 R 为 有 1 环 , KJM,(R). 证 明 , 必 有 N44R 使 K= 
M,N). 


$4 环 的 同 态 映 射 


群 的 同 态 映 射 反 映 了 两 个 群 结构 的 相似 性 . 对 于 环 ， 则 有 
定义 1 设 R 和 $$ 都 是 环 R 到 5 的 映射 pq 称 为 RR 到 5 的 
( 环 ) 同 态 映 射 ,如果 对 任意 c, beR 恒 有 
pla+b) = p(a) + p(b), 
p(ab) = p(a)p(b), 
此 时 , 称 及 在 w 下 同 态 于 $S. 如 果 p 还 是 满 射 , 则 称 S 是 RR 的 
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同 态 象 ， 如 果 p 还 是 双 射 , 则 称 p 是 及 到 5 的 同 构 映射 , 此 时 
称 R 和 5S 是 同 构 的 , 记 为 R=5. 

与 群 的 情形 类 似 , 可 以 证 明 , 如 果 gp 是 尺 到 5 的 同 构 映 
射 , 则 op 的 逆 映 射 p 是 5 到 RR 的 同 构 映 射 . 

例 1 设 ceR, 令 

9: f(x) = f(a), 

则 .p 是 R[x] 到 R 的 一 个 环 同 态 . 

车 beR, 则 取 

f(x) =x+(b -a), 

于 是 有 op (f(x)) =b, 知 p 是 满 的 . 

例 2 在 83 例 2 的 环 尺 中 , 令 


a ce a 0 
°: (0 (6 中 
则 gp 是 R 到 自身 的 同 态 , 称 为 自 同 态 . 它 不 是 满 射 ,因为 只 中 
任意 矩阵 在 p 之 下 均 不 对 应 矩阵 
(。 小 
0 0 
而 且 , 9 也 不 是 单 射 , 因为 
1 0 1 1 1 0 
(oj 0)- (oo 
设 wp 是 环 (R，+ ，' ) 到 环 (S5，+ ，，) 的 环 同 态 映射 ， 那 
么 , 9 当然 是 群 (R，+ ) 到 群 (S，+ ) 的 群 同 态 映射 ， 于 是 有 
1. p(0) =0， 
2. p(a-b) =p(a) -9p(b), a,beR, 
3. pg(ma) =mp(a), mel, aeR, 
4. 9 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 Ker(p) = 101. 


对 于 环 同 态 映射 的 象 与 核 , 我 们 有 
命题 1 设 p 是 环 R 到 环 S 的 同 态 . 如 果 4 是 只 的 子 环 ， 
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则 p(4) 是 5 的 子 环 . 特别 , Img(p) 是 $ 的 子 环 . 如 果 4 是 尽 
的 理想 而 p 是 满 射 , 则 p(4) 是 5 的 理想 . 

证 明 由 第 三 章 $ 2 命题 6 知 g(4) 为 5 的 子 群 . 设 x, ye 
pg(4), 则 有 a,beh4 使 x*=p(a), y=wp(b), 从 而 有 

xj = pl(a)p(b) = g(ab) <e 9(4), 

故 pg(4) <S. 若 p 是 满 的 而 4<R, 可 设 上 式 中 的 xsS，aeR， 
可 知 p(4) 45. 

一 般 地 ，Img(9) 未 必 是 5 的 理想 . 看 例 3， 


(% 0) =o((0 1))« ms)， 


(o Do = (o oe me 


命题 2 设 p 是 环 尺 到 3 的 同 态 如 果 R 有 单位 元 e, 则 环 
Img(ep) 必 有 单位 元 , 而 且 恰 为 p(e). 特别 , 如 果 p 是 满 射 , 则 
gp(e) 是 5 的 单位 元 . 

证 明 设 o(a) eImg(q), 其 中 aeR 由 于 

pl(e)p(a) = plea) = p(a)， 

op(a)p(e) = p(ae) = (a), 
知 pg(e) 为 Img(%) 的 单位 元 ,而 在 第 一 章 中 已 证 明 过 , 对 于 和 集 
合 上 满足 结合 律 的 二 元 运算 ,如 果 有 人 恒 等 元 , 则 必 唯 一 ， 故 
9p(e) 恰 为 Img(p) 的 单位 元 . 

如 果 p 不 是 满 射 , 则 p(e) 未 必 是 5 的 便 等 元 . 例如 , 取 尽 
为 M,( 奶 ) 中 全 部 对 角 抢 阵 形成 的 子 环 ， 而 3 为 M,(R) 中 所 有 
形 如 

( 中 ， aeR 
0 0 
的 矩阵 形成 的 子 环 , 映射 
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"(0 (oo 


显然 是 RR 到 5 的 环 同 态 . 元 


"0 ol(o (on 


恰 为 5 的 单位 元 . 但 是 , p 也 定义 了 R 到 RR 的 环 同 态 , 而 p(e) 
却 不 是 R 的 单位 元 . 

可 以 仿照 群 中 的 证 法 证 明 

命题 3 设 g 是 环 尺 到 环 5 的 同 态 , y 是 环 5 到 环 K 的 同 
态 . 那么 , 复合 映射 多 是 环 RR 到 环 K 的 同 态 . 

命题 4 设 o 是 环 R 到 环 S 的 同 态 . 那么 p 的 核 Ker(p) 
是 环 尺 的 理想 . 

证 明 Ker(p) 也 是 (R，+ ) 到 (S，+ ) 的 群 同 态 9 的 核 ， 
故 为 (R，+ ) 的 子 群 . 车 ae Ker(p), re 号 ,， 则 

plar) = pl(a)p(r) = 0p(r) = 0， 

同 理 有 g(ra) =0, 即 cr，ra EKer(p) ， 知 Ker( op ) 4R. 

仿 群 论 的 证 明 还 可 得 到 

定理 1 如 果 4 是 环 R 的 理想 , 则 

gp:r—r+4d 
是 环 R 到 环 R/4 的 满 的 同 态 ( 称 为 R 到 R/4 的 自然 映射 ). 反 
之 , 如 果 gp 是 环 R 到 5 的 满 同 态 , Ker(pq) =4, 那么 
ri+A—ow(r) 

是 环 R/A 到 环 5 的 同 构 映 射 . 

例题 1 设 v 是 环 RR 到 环 5 的 同 态 映射 若 4 是 5 的 子 
环 , 则 pg!(5) 是 的 子 环 ; 车 4 是 5 的 理想 , 则 gp (4) 是 RR 
的 理想 . 

解 ” 由 第 三 章 $2 命题 6 知 p (4) 为 及 的 子 群 . 设 x, ye 
pp "(4), 则 p(x), p(y) eA4，, 从 而 有 
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p(xy) = p(x)p(y) e 4, x,y ey (4)， 
故 p (4)<<R. 当 4<S 时 , 对 上 式 中 *, y 中 的 一 个 使 之 为 R 
中 元 , 则 仍 有 xyep (4), 故 
op" (4) 4R. 

定理 2 设 g 是 环 R 到 环 R' 的 满 同 态 , 那么 , 在 (R，+) 
的 包含 Ker(q) 的 子 群集 与 R' 的 子 群集 间 的 一 一 对 应 H 一 
oe( 互 ) , HH 是 RR 的 子 环 的 充分 必要 条 件 是 op(H) 是 R' 的 子 环 , HH 
是 RR 的 理想 的 充分 必要 条 件 是 pg(H) 是 R' 的 理想 . 此 外 , 如 果 了 
是 RR 的 包含 Ker(g) 的 理想 , 则 

a+l—9(a) +I, T= 9(71) 

是 环 R/T 与 环 R'/T" 的 同 构 映射 . 

证 明 设 刀 为 加 群 R' 的 子 群 , 用 第 三 章 $2 命题 8, 知 
p(B) 一 po (HH)) = 下 有 Img(p) = HNR=H. 
车 五 ,HH, 均 为 RR 的 合 Ker(q) 的 子 群 且 p(H,) =w(H,), 还 用 

刚 提 到 的 命题 38， 有 
H,= H, + Ker(ep) 
= 9 "(9(H)) = ep "(9p(H,)) 
= H, +Ker(p) = H,. 
所 以 , Hxg( 昌 ) 是 一 一 对 应 . 再 由 本 节 命 题 1, 例题 1 知 , 只 需 
证 定理 的 最 后 一 个 断言 我 们 还 知道 , a + 1p(a) + 了 为 加 群 
R/I1 与 R'VAT' 的 同 构 . 注意 
(a+I)(b+1)= ab+T = g(ab) +I 
= 9p(a)p(b) 二 了 
= (9p(a) +1)(9(b) + 1), 
知 a+Ip(a) + 了 还 是 环 的 同 构 . 
此 定理 通常 称 为 环 的 第 二 同 构 定理 . 下 边 的 定理 是 环 的 第 
一 同 构 定理 . 
定理 3 设 R 是 个 环 , S 是 尺 的 一 个 子 环 , 7 是 只 的 一 个 理 
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想 . 那么 , S+7= {s+ilseS, ie 有 为 尺 的 子 环 , 它 含 了 作为 理 
想 , Sn7 是 $ 的 一 个 理想 , 而 映射 

s+1—s+(SNM/I), ses 
是 环 (S +71)/VI 到 环 S/(SN7) 的 同 构 . 

证 有明 ”由 于 14R, 易 知 $5+I<R, 14S+1, 从 而 (S +7)/I 
为 一 环 . 从 RR 到 R/T 的 自然 映射 可 导出 S 到 R/T 的 同 态 * 一 s + 
1, 其 象 为 $+1, 而 核 为 SNI 由 定理 1 知 s+(SN71) 玫 s +1 为 
环 S/(SNM7) 与 环 (S+7)/I 的 同 构 ， 故 其 遂 映射 为 (S+7)/I 与 
SA/A(SNM7) 的 同 构 . 

例 3 例 1 中 的 

vp: f(x) — f(a) 
是 R[x] 到 RR 的 满 同 态 , 核 
Ker(p) = {f(x) e RIx] | f(a) = 01. 
由 $3 例 3 知 
Ker(p) = {f(x) & R[x]ilx-alf(x)}, 
利用 $2 定理 1 推论 2, 注意 R[x] 的 交换 性 ， 知 
Ker(p) = (x - a). 
由 定理 1 知 
R[x]/(x -a)=R. 
例 4 记 


R= {xe M,(R) | = (0 中 


S$ = {x < M,(R) |x = ( 路， 


(全 (人 
0 5 0 5 


为 R 到 5 的 满 同 态 , 而 


则 
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Ker(p) = {x e M,(R) Ix = ( 了 


R/Ker(p) = S. 
例 5 设 f 是 环 R 到 环 5 的 满 同 态 , Ker(f) =4, 再 设 
0:r—r+4d 
为 R 到 R/4 的 自然 映射 , 则 
p:r+A—f(r) 
为 RA4 到 5 的 同 构 . 与 群 的 情形 类 似 ， 有 环 同 态 的 等 式 /= p。 
r， 也 就 是 下 面 的 图 形 可 换 . 
R 


4 


RIA 9 
例题 2 设 尺 是 个 环 ，$ 是 个 集合 , p 是 RR 到 5 的 一 个 双 
射 , po-! 是 9g 的 逆 映 射 . 对 任意 ce, be5, 邻 
a+b= po oa) +p (5b)], 
ab = p[p (ac)p (6b)], 
则 (S，+ ，' ) 是 个 环 , 9 是 环 R 到 环 5 的 同 构 . 
解 首先 注意 到 , 任 取 a, be5, 因 wp 是 映射 ， 有 确定 的 
p (al),，o (b) eR. 
而 RR 是 环 , 又 有 确定 的 
pi(a) + 9 (6b), pla)p (6b). 
再 由 p 为 映射 知 
pip '(a) +9 (6)], ylp (a)p™ (6)] 
为 $ 中 确定 的 元 素 , 从 而 + ，: 为 S 上 两 个 二 元 运算 
要 验证 各 种 算 律 都 极 容易 , 仅 以 右 分 配 律 为 例 说 明之 . 任 
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取 a, pb， ceS, 必 有 
(a+b)e 
= plp '(a +b)p (ce)] 
= glo (plo (a) +o (6)))p™ (ce)] 
= pe[e (a) +ep (Op (ce)] 
= p[po (a)p (ec) +p (b)p (ec)] 
= p[p pp (a)p (co)) +o pp (bo (ce))] 
= plp (a)p (ec)] + polyp (Op (ec)] 
= ac + pc. 
类 似 地 可 验证 , 若 0 是 好 的 零 元 , 则 p(0) 为 3 的 零 元 ,而 
对 aeS, pfl-p…(c)] 为 a 的 负 元 . 故 (S，+ ，， ) 为 一 环 . 
对 任意 ec b'eR, 设 g(a') =a, p(B') =5, 则 
pla’+b')=9[lo 'p(a’)+p 9p(b')] 
=9p(a’) +9(b'), 
pla'b’)=9[9p "(a')p pb’)] 
=9p(a')p(b'), 


知 双 射 p 为 环 R 到 环 S 的 同 构 . 
例题 3 设 
a -b -c ~-d 
S'sJaAemMR)laA=lt 2 ° lh, 
c dd a 一 也 
d -ece 5&b a 
10 0 0 0 -10 0 
1 = 0 1 0 of 1 = 1 0 0 0 ， 
0 0 1 0 0 0 0 -1 
000 1 0 0 1 0 
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0 0 -10 00 0 -1 
0 0 0 一 

J = 1 k=1° 0 1 
1 0 0 0 0 1 0 0 
0 -1 0 0 10 0 0 


对 任意 4eS', 有 a,5b, c,deR 使 
A=al,+bl+c]+daKk, 
故 5' 对 和 矩阵 减法 是 封闭 的 . 
看 1, 7, J, 天 的 乘法 表 


易 知 5 对 矩阵 乘法 也 是 封闭 的 , 这 说 明 5' 是 个 以 1, 为 单位 元 
的 环 . 
再 看 


S = | e M,(C) 


(7 ct+dv-l 
X= ， 
-c+dV-l1 a~-bv-!l 


,bed eR|, 


A 
1 人 ( 中 + “小 


则 5 也 是 个 环 . 证 明 $' 环 同 构 于 环 $. 
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证 明 令 
op: SS 一 9 
p: al, +bl+cJ t+dKk—>ae+bitc+dk 
可 以 证 明 这 是 个 双 射 . 再 由 到 , I, J ,的 乘法 表 与 e, i, j,k 莱 
法 表 间 的 对 应 ， 即 可 看 出 w 是 保 乘 映 射 , 从 而 知 p 是 同 构 映 
射 . 


习 题 
1. 求 本 节 例 2 中 环 尺 的 自 同 态 


(oo 


1 0 0 0 
4= (0 中 s = (。 中 
求 原 象 p (14}), pg ({81). 

2. 设 f, g 都 是 从 Q 和 R 的 同 态 , 且 对 每 个 ie 2Z, 恒 有 
f(i) =g( 让 ). 证 明 , f 和 g 是 QQ 上 相同 的 映射 , 即 对 每 个 xeQ 
有 f(x) =g(*). 

3. 设 了 是 所 有 形 如 

a+by3, a,beZ 
的 实数 做 成 的 R 的 子 环 , 令 
fia+bV3—»a -byV3, 
说 明 f 是 T 的 自 同 态 . 求 出 Ker(f), Img( 几 . 

4. 设 g 是 环 R 到 环 S 的 同 态 . 证明 : R 为 交换 环 时 
Img(q) 亦 为 交换 环 . 

5. 设 R 为 一 环 , S 是 带 + ，: 两 种 运算 的 集合 , p 是 到 
S 的 映射 . 若 对 任意 c, be RR, 伍 有 

pla+b) = pla) + p(b), p(ab) = p(a) : (5), 


的 核 . 令 
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则 Img(q) 为 一 环 , 9 是 环 尺 到 Img(p) 的 同 态 . 


$5 理想 与 商 环 ( 工 ) 


定义 1 设 (R，+，* ) 是 个 至 少 含 两 个 元 素 的 环 , 用 R。 
代表 R 中 所 有 非 零 元 的 集合 。 如果 (R,。，…) 为 一 群 ， 则 说 (R， 
+ ，" ) 是 个 除 环 , 简单 地 说 RR 是 个 除 环 ， 如 除 环 RR 又 是 交换 
环 时 , 说 是 个 域 . 

有 人 称 除 环 为 体 、 除 体 、 斜 域 , 称 域 为 交换 除 环 域 交 换 体 . 

例 1 对 任意 f(x)e R[x], 用 ** +1 去 除 , 有 g(x)eR 
[x], a,BeR 使 

flx) = g(x)(x +1) +ax+B, 
令 

p: f(x) 一 ai+B，i=V=-1， 
易 验 证 p 是 RLx1 的 C 的 满 同 态 . 注意 pe(F(x)) =0 的 充分 必 
要 条 件 是 ai+B =0, 等 价 于 ax +B =0, 等 价 于 (x? +1)1f(x)， 
等 价 于 f(x) e (x* +1). 故 知 Ker(p) =( +1), 由 同 态 基本 
定理 知 

R[x]/(x* +1)=C. 

上 例 说 明 , R[x] 对 理想 (x* +1) 的 剩余 环 为 域 . 那么 , R 
[x] 有 无 真理 想 ( 即 非 平 凡 理 想 )4 使 RLx]/4 不 是 域 呢 ? 

例 2 设 f(x) eR[x], 4=(x -1), 用 f(x) 代 表 RLx]/4 
中 f(x) 所 在 的 陪 集 f(x) +4. 由 zx-1e4 知 xz-1 关 0=4. 同样 
光 x+1x0, 但 (x+l)(x -1) =x** -1e4, 即 

x-1-x+1=0. 
记 R=R[x]/4, 则 R。 关于 乘法 不 封闭 ，R。 非 群 , R 不 是 除 环 . 

例 3 在 R[x] 中 无 真 含 ( +1) 的 真理 想 , 而 R[xj] 的 真 
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理想 (x -1) 真 包含 (x -1). 

由 $4 定理 2 及 

R[x]/(x +1)=C 

知人 R[x] 无 真 包 (x* + 1) 的 真理 想 . 而 且 (x -1) 其 包含 
(x -1). 

车 I 是 环 及 的 一 个 理想 , 且 对 RR 的 任意 理想 J， 只 要 [<J， 
1 关 J, 则 必 有 =R, 称 1 为 R 的 一 个 极 大 理想 . 

例 4 单 环 R 中 10} 为 其 极 大 理想 . 

例题 1” R 代表 有 理 数 加 群 Q 上 的 零 乘 环 . 那么 , R 无 
极 大 理想 . 

解 ”Q 的 每 一 个 加 法 子 群 恰 为 R 的 一 个 理想 . 设 4 是 尺 的 
一 个 极 大 理想 , 有 qe R, g#4. 于 是 (g) +4 真 包 含 4, 由 4 的 
极 大 性 ， 有 

(gqg) +A4=R. (1) 


由 于 9 是 个 有 理 数 , 了 9 eR( 也 就 是 Q). 于 是 , 由 (1) 必 有 ze 


2Z,aeh 使 


-人 
2 


= 2g9 +G， 


进而 有 
(1 -2z)g = 2a. 


但 是 , 1 -2z eZ， eR. 再 利用 (1) 又 应 有 z EZ， ae4 


使 
gq 


一 一 一 = 24 +Gl. 


1 ~ 2z 
导致 
= (1 -2z)qz +(1 -2z)a, = 2za+(1-2z)ae4， 
矛盾 . 
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设 4 为 环 R 的 理想 . 由 上 节 定 理 2 知 ，R/4 为 单 环 当 而 且 
仅 当 4 为 RR 的 极 大 理想 且 R/4 不 是 零 乘 环 . 

命题 1 交换 的 单 环 尺 为 域 . 

证 明 记 R 的 非 零 元 集 为 R, 由 天 关 0 知 R 非 空 , 尺 合 
两 元 以 上 . 设 aeR,, 易 验 证 aR<R, 4= {reRIrR=0} <4R. 
车 aR=0, 则 40, 从 而 4 =R, 导致 RR =A4R =0, 矛盾 . 故 aR 
关 0, 从 而 有 aR = R， 即 对 任意 a,b# R, 恒 有 ceR 使 ac=b. 车 
c=0, 则 5=0, 与 be R, 矛盾. 故 ce R。. 由 第 二 章 $1 知 RR 为 
一 群 ， 从 而 R 为 域 . 

定理 1 设 4 为 1 交换 环 R 的 理想 , 则 R/4 为 域 的 充分 必 
要 条 件 是 4 为 R 的 极 大 理想 . 

证 明 由 尺 有 单位 元 知 4 头 R 时 R/4 亦 有 单位 元 , 从 而 知 
它 不 是 零 乘 环 . 再 用 命题 1 即 可 . 

例 5 车 

flx) = g(x) (x +1) +r, f(x), q(x) e R[x],reR, 
令 
p: f(x) = 并 
易 验 证 p 是 R[x] 到 R 的 满 同 态 , 核 为 (x+1), 从 而 
R[x]/(x+1) = R, 

由 定理 1 知 (x+1) 为 R[x] 的 一 个 极 大 理想 . 

同 理 , 由 例 1 可 直接 知道 (x* +1) 为 R[x] 的 一 个 极 大 理 
想 ， 此 证 明 比 例 2 的 证 明 简单 . 

我 们 知道 , 4 为 环 尺 的 极 大 理想 时 ，R/L4 可 能 是 单 环 ， 以 
下 讨论 , 当 4 2R 时, R/4 在 什么 条 件 下 是 无 零 因子 环 、 有 1 
环 、 交 换 环 , 等 等 . 

定义 2 设 R 是 个 交换 环 , P 是 RR 的 一 个 理想 ， 如果 PzR 
且 对 任意 ae, be R, ahb eP 蕴涵 aeP 或 beP, 则 说 P 是 R 的 一 
个 索 理 想 . 
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如 果 0 是 R 的 素 理 想 , 则 说 愉 是 个 素 环 . 

例如 , 环 尺 是 交换 的 无 零 因 子 环 时 , 0 是 R 的 一 个 素 理想 ， 
R 是 素 环 . 

又 如 ,Pp 为 素数 时 ,(p) 是 Z 的 素 理 想 ， 因为, 当 m, neZ 
且 mne (p) 时 , mn 为 p 的 整数 倍 , pimn， 从 而 有 pim 或 pin， 
即 me (p) 或 ne(p). 

命题 2 设 P 为 交换 环 R 的 理想 且 PzR. 那么 ,P 为 R 的 
素 理想 的 充分 必要 条 件 是 RAP 不合 零 因子 . 

证 明 设 有 a,beR 使 abeP, 则 

(a+P)(b+P) =ab+r+rP=Pr. 

若 R/P 不 含 零 因 子 ， 则 有 a+P=P 或 BtP=P， 从 而 有 aeP 
或 beP, PP 为 R 的 素 理想 . 

反之 , 设 P 为 R 的 素 理想 , 车 有 a, beRR 使 

(a+P)(b+P)=P, 
即 
ab+P=P, 

则 abeP, 从 而 有 aeP 或 beP, 即 a+P=P 或 b+P=P, R/P 
中 无 零 因 子 . 

例 6 设 4 为 有 1 交换 环 丸 的 极 大 理想 , 则 4 为 总 的 素 理 
想 . 

由 定理 知 R/4 为 域 , 从 而 无 零 因子 , 再 用 命题 2 即 可 . 

命题 3 设 4 为 环 R 的 理想 . 那么 , R/4 为 交换 环 的 充分 
必要 条 件 是 对 任意 x, ye R, 询 有 xy -yxe4h. 

证 明 ”R/4 为 交换 环 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 x, Ye 情 均 
有 

xy+A= (x+A)(y+A4) = (y+A)(x +A4) = yx + Ah, 
这 等 价 于 : 对 任意 x, Ye 叉 恒 有 

Xy -yx E Ah. 
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例题 2 设 只 是 个 交换 环 . 对 任意 aeR, 易 验证 


N= IxeRIlx=ar~r,reR| 
是 R 的 理想 , 证 明 , R 的 理想 4 关 RR 使 R/4 有 单位 元 的 充分 必 
要 条 件 是 有 eeR 使 N.C4. 


解 R/4 有 单位 元 等 价 于 有 eeR 对 任意 reRR 均 有 
er+4= (et+A)(r+A) =r+4， 

等 价 于 有 ee R 对 任意 reR 均 有 er -re4h4, 等 价 于 eeR 使 N. 
CAh. ~ 

当 环 RR 有 单位 元 1 时 , N, =0, 它 含 在 每 个 理想 里 , 故 尽 的 
每 个 商 环 都 是 有 单位 元 的 . 这 一 点 , 在 讨论 环 的 同 态 象 时 , 已 
经 说 过 了 . 

例题 3” 设 尺 为 一 环 . a e R 被 称 为 短 零 的 ， 如 有 正 整 数 
n 使 a" =0. 证 明 , 交换 环 R 的 所 有 和 帘 零 元 集 N 是 R 的 一 个 理 
想 , 而 RAN 无 非 零 寡 零 元 . 

解 因为 OeN 知 NGO. 设 a,bsN, 则 有 m,neZ 使 
a”=b" =0, 从 而 有 

(a -bb)"” 

=a"™ "+ (m+in)a ™ bt + (m+in)ab"™™! +b" 

=0， 
(等 式 中 oj 中 或 者 i=m, 或 者 j 宇 n) 故 a -beN 再 设 reR， 
则 


(ar)”= a"r” = 0， 
故 areN，N<R. 
设 a+N 为 RAN 的 一 个 短 零 元 , 即 有 meZ 使 
(a +N)” =N. 


于 是 有 a”+N=N, 即 a”eN. 故 有 neZ 使 (a")"=0, 知 ae 
N, 从 而 ao + N=N,R/N 无 非 零 罕 均 元 . 
欲 得 到 环 的 具有 某 种 性 质 的 同 态 象 , 往往 考虑 环 中 那些 破 
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坏 此 性 质 的 元 生成 的 理想 , 再 将 环 对 此 理想 作 商 环 ， 这 种 方法 
在 抽象 代数 学 中 很 有 用 . 

在 第 三 章 我 们 学 习 了 群 的 直 积 , 今 看 环 的 直 和 . 

设 R,，R,，…, RR, 均 为 环 ， 按 第 三 章 $5, 它们 作为 交换 群 


( 仅 论 其 加 法 运算 ) 可 得 一 外 直 积  R, ,具体 运 算是 
(aa ) + (De ) = (a + 有 Go + 6b,) 


其 中 a, ER。 现在 , 我 们 把 这 个 积 称 为 和 , 把 Us 记 为 R， 


@…@R. =R, 或 四 R = R. 

再 利用 诸 R, 的 乘法 , 规定 

(aa ) (bb,) 二 (ab Gub) ， 
很 容易 验证 四 … 四 及. 在 这 样 的 加 和 乘 之 下 是 个 环 . 我 们 称 
为 环 R,，…，, R, 的 外 直 和 ， 对 于 无 穷 多 个 , 以 7 为 指标 集 的 环 
族 
[Riien 

可 仿 群 论 中 的 思路 , 定义 HR 为 结合 环 . 

同样 ,如同 在 群 论 中 的 内 直 积 ,， 有 

定义 3 设 R(i=1,2,…,n) 是 环 RR 的 理想 . 如果 

1. R= SR, =R, +R,+.…+R.,, 


2. 对 任意 re 表 成 
r=rnt+r,, renR, 
时 , 表 法 唯一 . 
则 说 有 是 R，…, R, 的 (内 ) 直 和 , 也 记 成 R= 级 R, (容易 
证 明 ,此 时 间 构 于 诸 R, 的 外 直 和 ). 
命题 5 设 R(i=1,…,n) 都 是 环 R 的 理想 , 且 R=R,+… 
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+R,, 那么 R= OR, 的 充分 必要 条 件 是 
O=r++r, renR, 
时 表 法 唯一 , 即 7=0, i=1, 2,'…,n 
证 明 必要 性 显然 . 如果 R= R, +… +R,, 且 0 的 表 法 唯 
一 , 那么 , 对 任意 reR, 设 有 
r=r+r+…+r renR, 
r=5+5+"+s., S$ €R, 
两 式 相 减 得 
= (ns) t+ (rs), rn-seR, 
由 于 0 的 表 法 唯一, 知 7 =s,，… ,T= 5. 
命题 6 设 R(i=1,…, n) 都 是 环 R 的 理想, 且 R=R,+ 
… +R,, 那么 R= 四 及 的 充分 必要 条 件 是 
Rn TR = {0l. 


证 阴 车 a,eRN YR, 即 
a =a+…+a,, aoaeR, 
从 而 有 
0=(-a)+as +…+ao， 
由 表 法 唯一 性 得 oa， =0, Ri nn 记忆 = {0}. 
反之 , 若 对 任意 ; 均 有 Rn 对 RR = 101 , 且 有 weR 使 
-ai=al+…+o+al 十 … 十 Gn， 
即 - omn 记忆 ， 从 而 知 a = 


命题 7 对 任意 一 个 指标 集 7，Ri(ie 站 为 环 尺 的 理想 , 且 
R= oR ， 那 么 ， 对 任意 i, jel， izj 及 任意 a eR,， beRR 均 
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有 ab=0. 
证 明 与 7 为 有 限 集 一 样 ， 有 
RN > R, = {0}， 


但 ab ee RR eR,nNn YR,, 故 ab =0. 
[| 
习 题 


1. 设 p 是 个 素数 , 给 出 Z/(p?) 的 所 有 极 大 理想 . 

2. 设 D 是 个 整 环 , 14D, ID. 证 明 , 1 为 D 的 案 理 想 的 
充分 必要 条 件 是 余 集 D -1 在 DD 的 乘 法 下 封闭 . 

3. 设计 为 有 1 环 R 的 理想 , 且 MR, 及 - 的 每 个 元 都 
是 单位 . 证 明 , M 是 RR 的 一 个 极 大 理想 . 

4. 设 尺 是 个 交换 的 素 环 , 且 对 每 个 元 ae 呈 恒 有 一 个 由 a 
决定 的 整数 n>1 使 

a 二 G， 

证 明 , R 必 为 除 环 . 

5. 设 R 为 一 整 环 , 证 明 (x) 为 REx] 的 素 理 想 . 

6. 设 R,, R, 是 两 个 整 环 . 问 : ROR, 是 不 是 整 环 ? 

7. 设 f, Ff, 是 两 个 域 , 找 出 fF, 全 下 的 全 部 理想 . 

8. 设 R,S 都 是 环 . 车 它们 都 是 交换 环 , 则 R 旬 5 也 是 交换 
环 . 车 它们 的 每 个 元 的 加 法 周期 都 是 有 限 的 , 则 R@S 的 每 个 
元 的 加 法 周期 也 是 有 限 的 . 若 它 们 的 每 个 元 都 是 寡 零 的 , 则 民 
由 3 的 每 个 元 也 都 是 塞 零 的 . 

9'. 设 f 是 交换 环 R 到 交换 环 R' 的 满 同 态 , 证 明 , 若是 
R 的 素 理想 且 Ker(/) CP, 则 A(P) 是 R' 的 索 理想 ; 车 P' 是 RR' 的 
索 理 想 , 则 f"'(P') 是 R 的 素 理 想 . 


第 五 章 ”唯一 分 解 整 环 


结合 环 理论 源 于 整数 理论 , 但 结合 环 公理 系统 限制 少 , 概 
括 面 大 , 一 般 环 可 能 是 不 交换 的 , 也 可 能 有 零 因 子 , 这 就 很 难 
像 研究 整数 一 样 讨论 分 解 性 、 可 除 性 问题 . 

本 章 及 下 一 章 分 别 讨论 两 类 特殊 环 , 其 结构 更 接近 熟悉 的 
一 些 数 集结 构 ， 本 章 研究 由 分 解 问题 引起 的 一 些 重 要 环 类 , 下 
一 章 研究 具有 可 除 性 的 环 类 一 一 域 . 

有 了 这 些 更 深入 的 刻画 , 使 得 它们 在 各 应 用 领域 更 为 活 
路 . 


8$81 整 除 


设 D 是 一 个 整 环 . 

”定义 1 设 a, beD,5z0, 说 元 素 上 能 整除 元 素 4a, 如果 
有 ceD, 使 a=bc. 此 时 , 也 说 a 能 被 5 整除, 或 说 b 是 a 的 一 
个 因子 , 记 为 bla, 否则 就 说 5 不 能 整除 4a, 记 为 bka. 

在 上 一 章 已 经 讲 过 , 如果 元 素 b 是 D 的 单位 , 即 5 在 D 中 
有 逆 元 , 那么 5 可 以 整除 D 中 每 一 个 元 素 . 

例如 , 整数 环 中 , 1 和 -1 都 是 单位 , 1 和 -1,2，-2 均 能 
整除 2. 

又 如 , 有 [xj 中 多 项 式 * -V2 整 除 ” -2. 

例 1 设 下 是 个 域 , 那么 f(x) 为 Ff[x] 的 一 个 单位 的 充分 
必要 条 件 是 fx) =c, ceF, cx0. 

事实 上 , f(x) 在 F[x] 中 有 逆 元 当 而 且 仅 当 用 xz) e Fl] 
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使 Fx)g(*) =1， 当 而 且 仅 当 f/(x) 为 零 次 多 项 式 , f(x) = c， 
ceF, cx0. 
定义 2 设 a, beD. 说 4a, 5 是 相伴 的 , 如 果 a1b 且 bla. 
命题 1 元 素 a 与 元 察 b 相伴 必要 而 且 只 要 有 DD 中 单位 =， 
使 b= sa. 
事实 上 , a 与 5 相伴 必 有 C, DeD 使 
ac = b, bd = a， 
a = bd = acd, 
进而 cd =1, c, d 为 单位 . 
反之 , 车 e 为 DD 之 单位 , b = sa， 因而 可 逆 ,又 必 有 a = 
sb, a 与 b 必 相伴 . 
定义 3 对 于 aeD, 所 有 单位 以 及 与 a 相伴 的 元 素 均 称 为 
a 的 平凡 因子 . D 中 元 素 a 不 是 单位 , 也 不 为 零 元 , 且 没 有 非 平 


凡 因 子 者 称 为 不 可 约 元 或 既 约 元 . 

例 2 整数 环 Z 中 , 素数 p 的 因子 只 有 1,，~1,pP 和 -~-p， 
故 p 是 ZZ 的 不 可 约 元 . 

例 3 域 上 的 多 项 式 x~c (ce 下 ) 是 环 F[x] 的 一 个 不 可 
约 元 . 


首先 , x -c 不 是 零 多 项 式 . 

其 次 , x -c 不 是 F[x] 的 便 等 元 ， 而 且 若 用 x) e P[z] 是 
%-c 的 因子 , 可 设 

f(x)g(x) =% -ce, 

那么 f(x) 的 次 数 必 为 1 或 为 0， 如 果 f(x) 次 数 为 0, 导致 f(x) 
=b, be 下 ,5b 闫 0, 此 时 f(x) 是 F[x] 的 单位 , g(x) 与 x-c 相 
伴 ; 如 果 f(x) 次 数 为 1, 则 g(x) 为 单位 , x -c 与 儿 x) 相 伴 , 故 
多 项 式 x -c 在 F[x]j] 中 无 非 平 凡 因 子 . 

例 4 看 RIix] 和 Zfxj] 中 的 多 项 式 x -2. 

在 R 上 ， 因 为 
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2 -2 = (x+V7) (+ -7) 
而 x +V2 既 不 是 R[x] 中 单位 又 不 是 与 *” -2 相伴 的 , x +V2 是 
x -2 的 非 平凡 因子 . x -2 不 是 R[x] 的 不 可 约 元 . 
在 ZZ 上, 车 有 整数 mm, n,k, i 使 
x -2 = (mx +n)(kx +/), 
则 必 有 
x -2 = mkxz + (kn+ ml)x +anl. 
由 多 项 式 相 等 之 定义 , 推出 
mk = 1， -nl=2, kn+ml=0, 
从 而 m=k= +1. 这 样 , 就 导致 
kn+ml= k(n+(l) = 0, 
nt+l=0, -nl =2, 
必 有 rr =2. 这 是 办 不 到 的 . 所 以 , x* -2 在 ZLx] 上 不 能 有 一 
次 多 项 式 作为 其 因子 . 

设 *-2=f(x)g(x), 则 f(x) 或 g(x) 必 有 一 个 次 数 为 0， 
为 非 零 常数 , 也 就 是 Z[x] 的 单位 , 另 一 个 必然 是 和 * -2 相伴 
的 . 

这 说 明 ** -2 在 Z[x] 中 是 不 可 约 元 . 

命题 2 若 p 是 DD 的 不 可 约 元 , s 是 D 的 单位 , 则 sp 亦 为 
D 的 不 可 约 元 . 

证 明 首先 , 因为 D 为 整 环 由 pz#0 及 sx0 知 spx0. 

其 次 , sp 必 不 是 DD 中 单位 . 若 不 然 , 就 有 aeD 使 得 a(sp) 
= (as)p =e, 推出 p 为 单位 而 导出 矛盾 . 

最 后 , 设 b 是 ep 的 一 个 因子 , 有 ceD 合 

sp = bc. 
由 于 s 是 单位 , 有 道 , 故 p =(s-'5)c. 而 p 是 不 可 约 元 , eb 
只 能 是 单位 , 或 者 它 是 与 p 相伴 的 . 当 e 2 是 单位 时 , b 必 为 
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单位 ; 当 e "4b 与 p 相伴 时 , 有 单位 8eD 使 
6e 0 = p， 

6s“” 仍 为 单位 ,8 是 与 p 相伴 的 , 这 说 明 b 一 定 是 p 的 一 个 平凡 
因子 . 

即 ep 无 非 平 凡 因 子 , sp 是 不 可 约 元 . 

命题 3 设 D 中 元 a 非 零 , 且 

a = bec, b,ceD. . 

那么 5 为 a 的 非 平凡 因子 的 充分 必要 条 件 是 c 为 a 的 非 平凡 因 
子 . 

证 明 ”如 果 c 为 a 的 平凡 因子 . 当 c 为 单位 时 ,5 是 和 a 相 
伴 的 ; 当 c 是 和 a 相伴 的 元 素 时 , c = sa, s 为 单位 , 于 是 

a = bc = eba, 

而 az0, D 无 非 零 的 零 因子 , 故 sb =e, 是 单位 .也 就 是 说 , c 
是 平凡 因子 时 , 5 亦 是 平凡 因子 . 

定义 4 满足 下 列 条 件 的 整 环 忆 称 为 唯一 分 解 整 环 : 

(1) 如 果 aeD, az0, a 不 是 单位 , 那么 a 必 可 以 写成 若 
干 个 D 的 不 可 约 元 的 乘积 , 即 

a = Pipz…p,， Pp; 是 D 的 不 可 约 元 . 
(2) 如 果 aeD, 且 
& = piP2'"°P, = 02…9:， 

其 中 p; 和 9 都 是 D 的 不 可 约 元 , 那么 s=t, 并 且 适 当 调整 qj 的 
顺序 后 , 可 使 ;与 pj 恰好 是 对 应 相伴 的 , j=1,2,…, 

这 个 定义 之 条 件 (1) 对 单位 和 零 元 不 做 要 求 , 这 是 很 自然 
的 , 因为 在 任何 整 环 中 , 若 

0 = aiaz…a， 

则 必 有 i 使 a,=0, 故 a 不 能 都 是 不 可 约 元 . 

同样 , 若 = 为 D 的 单位 , 且 


GE = Ga2…pG，， 
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则 每 个 a) 都 是 单位 ,都 不 是 不 可 约 元 . 

例如 , 整数 环 是 唯一 分 解 整 环 , 每 个 非 0 又 不 为 1 或 -1 

的 整数 m, 均 有 

m = pr'p2’***p’’, 
其 中 忆 为 素数 . a, >1. 而 且 , 如 果 不 计 硕 序 ,， 上述 分 解 表达 式 
是 唯一 的 (可 以 差 正 负 号 )， 

又 如 , 实 多 项 式 环 R[x] 是 个 唯一 分 解 整 环 . 当 实 多 项 式 

Kx) 为 非 零 非 单位 ， 即 不 是 常数 多 项 式 时 ， 必 有 

f(x) = PCxz) pi(x) a > 1， (1) 
其 中 每 个 p,(x) 都 是 实 的 不 可 约 多 项 式 . 实数 域 上 不 可 约 多 项 
式 必 为 一 次 式 或 二 次 多 项 式 . 

这 种 分 解 ， 如 果 不 计 因 式 顺序 , 是 唯一 的 (相应 因 式 可 相 
差 一 非 零 常数 倍 ). 

而 复数 域 上 多 项 式 环 C[x] 的 不 可 约 元 即 不 可 约 多 项 式 必 
为 一 次 式 , 每 个 非常 数 多 项 式 f(*x) 亦 能 表 成 以 上 (1) 的 形式 ， 
只 不 过 诸 p;(%) 均 为 一 次 多 项 式 . C[x] 也 是 唯一 分 解 整 环 . 

例 5 看 复数 环 C 的 子 环 

(ZU {IV-5) = {4A+BV-5!la,be Zi}. 
它 含 1, 故 为 整 环 , 记 为 D. 
为 说 明 它 不 是 唯一 分 解 整 环 , 建立 映射 
p:a +bV-5-—»a +5b, 
这 是 D 到 整数 环 Z 的 一 个 映射 , 即 规定 每 个 元 素 对 应 自己 的 
模 数 的 平方 . 

可 以 看 出 ,对 任意 >, we D, 有 

(1) p(z)>=0, 

(2) op(z) =0 当 而 且 仅 当 z=0， 

(3) 9p(zm) =¢p(z) p(w). 

我 们 仅 验证 一 下 条 件 (3), 设 
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z=a+bV-5, w=c+dvV-5, 
其 中 a, b, c,d 均 为 整数 .于 是 
op(z) = o +5b, g(w) = 0 +5d’. 
再 由 - 
zw =(a+bV-5)(c+dV-5) 
- =ac+(-5bd) + (ad+bce)V-5 
得 
p(sw0) = (ac -Sbd)’ + 5(ad + bc)’ 
= (ac)2 + 5(ad)’ + 5(be)’ + 25(bd)’ 
= (qa +5b) (0 +5d) 
= p(s)9(w). 
现在 来 决定 D 中 的 单位 . 若 zw =1, 那么 
p(z)p(w) = o(1) = 1. 
而 g(z) 和 p(w) 都 是 整数 , 又 非 负 , 故 
9p(z) =1, 9p(o) =1. 
设 z=a +bV -5. 再 由 
gp(3) =1 = a +5b 
知 5=0, a= + 上 1. 也 就 是 说 , D 中 单位 只 有 1 和 -1. 
D 中 元 素 x 仅仅 与 自己 , 与 -x 是 相伴 的 . 
观察 9=3 .3=(2+YV-5)(2-V-5)， 其 中 9，3， 
2 +V -5 和 2-V -5 都 是 D 中 元 察 , 而 3 和 2 +V -5 和 2 -V -5 
都 不 是 相伴 的 . 
剩 下 来 , 我 们 只 需 证 明 3 和 2 +V -5 都 是 DD 的 不 可 约 元 . 
设 有 z, weD 使 3=zw. 那么 
9p(zo) = 9p(3) = 9 = op(z) p(w). 
gp(z) 只 能 是 1, 3 或 者 9. 若 p(z) =1, 它 是 单位 ; 若 p(z) =9， 
则 p(o) =1, w 是 单位 , z 与 3 是 相伴 的 . 两 种 情形 下 , z 都 不 
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是 整数 3 的 非 平凡 因子 . 
要 想 使 3 有 非 平凡 因子 , 只 能 是 
p(z) =a +5b =3, a,berz. 
但 这 是 不 能 可 能 的 . 这 说 明 3 是 整 环 D 中 的 不 可 约 元 . 
同样 , 由 于 pg (2 +V-5) =9, 车 有 z,weD 使 zw= 
2 +V -5, 则 必 有 
9(z)p(w) =p(2+c3) = 9. 
9p(z) 只 能 是 1 或 9, z 只 能 是 单位 或 是 与 2+V -5 相伴 的 . 
2+V -5 和 2-V-5 也 是 DD 的 不 可 约 元 . 
定理 1 设 D 是 个 唯一 分 解 整 环 , p 是 个 不 可 约 元 ,如果 
:pi(ab), 那么 pla 或 p16. 
证 明 ”如果 plab, 设 有 ceD 使 ab =prc. 
当 ca, 上 b 均 不 为 0, 也 不 是 D 中 单位 时 ,c 必 不 为 0. 而 且 c 
也 不 能 是 单位 , 否则 , 必 有 
p= (ec!'a)b. 
而 p 是 素 元 ,上 式 导 致 ea 为 单位 . 同时 , 只 要 。 ce 为 单位 则 
a 亦 为 单位 , 矛盾. 
这 样 , 由 于 c 不 是 0 也 不 是 单位 ,而 也 是 唯一 分 解 整 环 ， 
必 有 
C = Pip2 pu.， 
其 中 每 个 都 是 DD 的 不 可 约 元 , 于 是 
ab = PP …P， 
就 是 元 素 ab 的 一 个 不 可 约 因 子 分 解 式 . 
但 a,4 均 不 为 0 又 不 为 单位 , 它们 可 单独 分 解 为 
a = gig2°""qns b= rir2 "7,, 
其 中 9 和 7 也 都 是 D 的 不 可 约 元 , 于 是 , 我 们 得 到 
ab = ggam er = ppip2**°Pa, 
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据 唯 一 分 解 整 环 的 定义 ， 不 可 约 元 QT 中 必 
然 有 一 个 与 p 是 相伴 的 . 

如 果 9 是 与 p 相伴 的 , 由 qjla 可 推 知 pla; 如 果 7 是 与 p 
相伴 的 , 由 7r,14 可 推出 p15. 

当 a =0 时 ,当然 有 pla， 即 任意 不 可 约 元 p 都 满足 定理 要 
求 . 

当 e 为 单位 时 , ab = cp 蕴涵 b= (a 'c)p, 也 就 是 p12b. 

所 以 , 当 a 和 4b 有 一 个 为 0 或 有 一 个 为 单位 时 , 定理 恒 对 . 

定理 1 引起 我 们 讨论 另 一 个 重要 概念 . 

定义 5 设 D 是 个 整 环 , pe D. 若 p 不 是 零 元 也 不 是 单位 ， 
且 对 任意 a, be 也 ,只 要 plab, 那么 必 有 pla 或 者 p18, 则 说 p 
是 刀 的 一 个 素 元 . 

从 定义 中 可 以 看 出 , 对 任意 整 环 忆 来 说 ， 它 的 素 元 一 定 
是 不 可 约 的 . 因为 , 车 

p=ab, a,beD, 

当然 有 plab, 由 p 的 素性 , 必 有 pila 或 pl1b. 如 果 pla, 则 a 与 p 
是 相伴 的 , 5 为 单位 ; 如 果 p1b, 则 45 与 p 是 相伴 的 ,a 为 单位 . 
从 而 p 不 能 有 非 平凡 的 因子 . 

定理 1 指明 , 对 于 唯一 分 解 整 环 , p 是 不 可 约 元 则 一 定 是 
素 元 . 
那么 , 对 于 一 般 的 一 个 整 环 , 素 元 和 不 可 约 元 是 否 是 同一 
概念 呢 ? 和 仔细 研究 上 面 的 例 5 即 可 说 明 问 题 . 在 整 环 D = 
(ZU {VY-51) 中 ,3 是 个 不 可 约 元 , 3 能 整除 9, 且 

9 = (2+V-5)(2 -Vv-5). 
但 2+V -5 和 2 -vy -5 都 是 D 的 不 可 约 元 , 且 它 们 都 不 是 和 3 
相伴 的 ,所 以 
3 +*(2 +V=- 35) ， 3 十 (2 -Vv-5). 
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这 说 明 3 是 不 可 约 元 但 不 是 素 元 . . 

由 于 整数 环 和 域 上 多 项 式 环 都 是 唯一 分 解 整 环 ， 素 元 与 不 
可 约 元 一 致 ， 人们 也 把 素数 称 为 不 可 约 数 ， 把 不 可 约 多 项 式 称 
为 素 多 项 式 . 

我 们 在 处 理 唯 一 分 解 整 环 的 整除 性 问题 时 , 对 不 可 约 元 和 
素 元 就 不 必 区 别 了 . 

定义 6 设 D 是 个 整 环 , a,,…, a,e DD. 如 果 ceD,c 整 
除 c, ，…，a, 的 每 一 个 , 则 说 c 是 元 素 ec ,，…, a, 的 一 个 公 因 
子 . 

元 素 de D 称 为 元 素 o ，…，a 的 一 个 最 大 公 因 子 , 如果 

(1) d 是 a,,…, a, 的 一 个 公 因 子 ， 

(2) 对 任意 ceD, 只 要 “是 ca，…，a 的 一 个 公 因子 , 则 
必 有 cld. 

当 一 个 单位 是 cl ，a ，…，au 的 一 个 最 大 公 因 子 时 ， 则 说 
它们 是 互 素 的 . 

定理 2 设 刀 是 唯一 分 解 整 环 . 那么 不 全 为 0 的 元 素 a, 8 
必 有 最 大 公 因 子 . 且 各 最 大 公 因 子 都 是 相伴 的 . 

证 明 当 a=0 时, 必 有 85=0,) 就 是 ac 和》 的 最 大 公 因 
子 ; 当 b=0 时 , a 就 是 a, 的 最 大 公 因 子 . 

当 a 为 单位 时 ,a 就 是 a, 8 的 最 大 公 因 子 ; 当 4 为 单位 时 ， 
5 就 是 a,。b 的 最 大 公 因 子 . 

故 , 不 妨 设 ec 和 都 不 是 0,， 也 都 不 是 单位 .于 是 ,可 设 

a=pp2ap, b= gq.92.°"qd. 
其 中 p; 和 gj 都 是 DD 的 素 元 . 我 们 先 将 a 的 诸 因子 p; 中 相伴 的 
元 素 合 在 一 起 , 写成 
Q = ep pe “pr ， ll1. 

e 是 单位 . 再 把 6 的 诸 因 子 中 与 p,，.…, p。 相伴 的 合 在 一 起 ， 
写 在 前 面 , 其 余 因 子 列 后 , 即 
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b = 5pn Poegi gs 
其 中 6 是 DD 中 单位 , 宇 0( 当 p 不 是 了 的 非 平 凡 因 子 时 , = 
0) , qj 不 是 a 的 非 平凡 因子 , 与 任意 p; 都 不 是 相伴 的 . 
用 min 人， 引 代 表 自 然 数 上 ，! 之 最 小 者 ， 令 
s = min{fk, bl, 1l<j<n. 
可 以 断言 , d=ptpz…p” 就 是 a, 6。 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
进一步 , 设 c 是 a, 5 的 任意 一 个 公 因 子 . 车 c 是 个 单位 ， 
自然 有 cld. 车 c 不 是 单位 , 设 
C=7T Tn Ti 是 素 元 ， 
那么 , 由 cla, rile 知 , 每 个 7 必然 是 与 某 个 p; 相伴 的 , 把 相伴 
的 元 素 合 在 一 起 ， 
c = PPTP Pr h, 之 0. 
再 由 cla, 即 
a = spt**p” = f(ppr'p2 pr") 
可 知 h, 专 4， 否则 ( 即 l <h), 用 消去 律 ,得 
sap? pe = fppr "pr, hi~l,>0, 
必 有 pi1ps…p*, 与 诸 p, 之 为 相伴 的 假设 相 矛 盾 . 同 理 , h, < 
4 ，…, 玉生 ， 又 同 理 ， 
hl <k,, h, < hk,, ,hh, < k,. 
也 就 是 和 <<s,=minil,, | ,从 而 必 有 cld,d 是 a,。 的 一 个 最 
大 公 因 子 . 
设 d* 也 是 4a, 8 的 一 个 最 大 公 因 子 . 因为 4 是 个 公 因 子 ， 
故 dld*， 而 我 们 已 经 证 明了 d 是 最 大 公 因 子 , 又 必 有 4d ”ld， 
即 d' 是 和 4d 相伴 的 . 
每 个 最 大 公 因 子 都 是 和 d 相伴 的 , 从 而 它们 都 是 相伴 的 . 
推论 ” 设 了 是 个 唯一 分 解 整 环 . 那么 任意 mn 个 不 全 为 0 的 
元 素 a , as，…, a, 必 有 最 大 公 因 子 . 
例题 1 设 D 是 个 唯一 分 解 整 环 , a, b 不 全 是 0, d 是 它们 
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的 一 个 最 大 公 因 子 . 那么 , 对 于 D 中 任意 非 零 元 ce, cd 恰 为 ac， 
bc 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
解 ”读者 可 以 试用 定理 2 的 证 明 中 使 用 的 方法 , 将 4a, b,c 
写成 素 元 连 乘积 , 然后 求 出 cc 和 bc 的 最 大 公 因 子 . 
这 里 用 另 一 种 方法 证 明 . 由 于 ca, cb 不 全 为 0, 它们 必 有 
最 大 公 因 子 , 设 f 是 它们 的 一 个 最 大 公 因 子 . 首先 , 4d 是 a, 6 
的 公 因 子 , dla, d1b, 故 
cd1 ca， cdl cb, 
即 cd 是 ca 和 cb 的 一 个 公 因 子 . 据 f 的 定义 , cd1lf 
于 是 , 可 设 有 xeD, f=cdx. 
其 次 , /是 ac 的 因子 , 又 是 be 的 因子 , 必 有 r,seD 使 
ac = 万 ， bc = 大， 
ac = cdxr, be = cdxs. 
因为 “不 为 0, 用 消去 律 , 得 
a = dxr, b = dxs. 
这 说 明 dx 是 a 和 上 4 的 公 因 子 . 由 d 的 定义 知 , dxz1d. 从 而 4 与 
dx 是 相伴 的 ,x 是 个 单位 . 
最 后 , 由 f=cdx 知 f 和 cd 是 相伴 的 . 
例题 2 设 D 是 个 整 环 , 而且 
(1) 如 果 aeD, az#0, a 不 是 单位 , 那么 , a 必 可 写成 若干 
个 口 的 不 可 约 元 的 乘积 , 即 
a = pip2'"'P,, Pi 是 DD 的 不 可 约 元 . 
(2) 对 于 DD 的 任意 不 可 约 元 p, p(ab) 蕴 涵 pla 或 p1b. 
则 D 必 为 唯一 分 解 整 环 . 
分 析 “ 按 着 唯一 分 解 整 环 定义 要 求 , 只 需 证 明 分 解 表达 式 
的 唯一 性 . 设 
a = Pipa…P，= q192°*° 4 (*) 
其 中 户 和 9 都 是 不 可 约 元 , 需 证 明 s =1, 适当 调整 顺序 后 , p; 
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是 与 a; 相伴 的 . 

条 件 (2) 表 面 上 是 plab 则 pla 或 p1b, 实际 上 蕴涵 着 
plaraz…a,， 则 p 必然 整除 a, 中 的 一 个 . 

因此 , 我 们 可 以 对 ( * ) 式 左 端 之 用 数学 归纳 法 . 

解 ” 设 在 D 中 有 不 可 约 元 p;, gj, i=1,…, ss; j=1,…,t 
使 

Pip2°*°p, = 9g1g2…9， (*) 
成 立 . 我 们 对 * 用 数学 归纳 法 来 证 明 必 有 * = 上 且 调 整 顺 序 后 p， 
和 gq, 是 相伴 的 , i=1, 2,…，,;. 
当 s=1 时 ， | 
Pi = 41'"4, = qi(q2"**g,) » 
由 于 中 是 素 元 , 故 g, 或 为 单位 或 是 与 p, 相伴 的 . 但 g, 也 是 不 
可 约 元 , 不 为 单位 , 所 以 9 必然 是 与 p, 相伴 的 . 

p! 和 g, 是 相伴 的 ， 如果 1 宇 2, 那么 9,…g, 必 为 单位 ,而 
gq.…g, 都 是 不 可 约 元 , 这 是 不 可 能 的 . 从 而 只 有 =t=1 才 行 . 
命题 当 s=1 时 得 证 . 

现 假定 命题 对 ; -1 情形 是 对 的 . 那么 

pipz…P，= q192°"°4, (*) 
意味 着 p, 必 整 除 9,,，…, 9, 之 一 ， 因为 允许 适当 调整 顺序 , 我 
们 不 妨 假 定 p, 19). 
由 于 gi 也 是 不 可 约 元 , p, 又 不 是 单位 ,从 而 P 是 与 4 相 
伴 的 . 设 9, = sp;，s 是 单位 ， 于 是 ( * ) 变 成 
Pipa…P，= gg2 9 
pi 关 0, 可 用 消去 律 ， 得 
PP，= 9293 9 (**) 
其 中 qi = eq, 仍然 是 不 可 约 元 、 

注意 ，( * * ) 式 之 左 端 为 -1 个 不 可 约 元 之 积 , 右 端 是 

若干 个 不 可 约 元 之 积 , 按 归纳 法 假定 , 必然 有 s-1=:-1, 即 
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s=t 而 且 调 整 q) 的 顺序 后 , p, 和 qs 是 相伴 的 , p。 是 和 49。 相伴 
的 ,…, p, 是 和 g, 相伴 的 . 
由 于 9: 与 9, 相伴 , 故 p, 与 9, 是 相伴 的 . 归纳 法 完成 . . 
例题 3 研究 有 理 数 环 Q 的 子 集 
R= ija/b es Q15 为 奇数 |. 
(1) R 对 有 理 数 减法 和 乘法 封闭 , R 是 Q 的 子 环 , 1 =1/1 
e R. R 是 个 整 环 . 
(2) 任 取 a/be R, 如 果 c/deR 使 
(a/b) , (c/d) = 1,， 
即 ac=6bd, 由 于 65 和 4 都 是 奇数 ,从 而 a 必 为 奇数 . 
反 过 来 , 车 a/be R, a 为 奇数 , 必 有 
(a/b) : (b/a) = 1,， 
即 a/b 是 RR 的 单位 . 
所 以 , R 中 元 素 a/2 为 单位 的 充 要 条 件 是 a 为 奇数 . 
(3) 如 果 有 a/b, cA/deR 使 
(a/b). (ce/d) = 2 = 2/1, 
则 ec =2bd, 2 必 整 除 a 或 整除 ce。 车 设 a=2f, 那么 由 
fe= bd 
可 知 f 必 为 奇数 ，a/b =2.(f/b). 这 说 明 ae 必 是 和 2 相伴 的 . 
车 2 整除 c, 则 a 奇数, a/2 必然 是 个 单位 . 
所 以 , 2 没有 非 平凡 因子 , 2 是 环 RR 的 一 个 不 可 约 元 . 
(4) 任 取 a/beR, 若 它 不 是 0 也 不 是 单位 , 即 a 不 为 0 也 
不 为 奇数 , 可 设 a =2'd, d 是 个 奇数 .于 是 
a/b = (4d/b) .2)2.… .2，t 个 2， 
其 中 d/b:' 2 和 2 都 是 R 的 不 可 约 元 , a 必 已 写成 不 可 约 元 的 连 
乘积 形式 . 
(5) 任 取 a/be R, 如 果 4lac,a=4c, 那么 
a/b = 2 .， (2c/D). 
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说 明 , 2 是 ab 的 因子 且 不 是 和 ab 相伴 的 , 即 2 是 ab 的 非 
平凡 因子 . a/b 不 是 不 可 约 元 , 这 说 明 , a 为 奇数 时 , a/b 是 灵 
的 单位 , 41e 时 , a/b 不 是 不 可 约 元 . 
所 以 , R 的 所 有 不 可 约 元 都 是 和 2 相伴 的 . 
(6) 我 们 用 | 代表 环 R 中 的 整除 符号 , 以 区 别 本 题 前 面 用 
的 整数 的 整除 符号 1. 
设 a/b, c/deR， 
211(a/6) + (c/d)], 
即 有 f/heR, 使 (a/b): (c/ad) =2 (f/h), 也 就 是 
2fod = ach. 
由 于 是 奇数 , 2 不 能 (整数 的 ) 整 除 h， 从 而 21a 或 21c， 即 
21 (a/b) 或 21 (cxd) ， 
由 上 题 可 知 R 是 唯一 分 解 整 环 . 


习 题 


1. 在 整 环 Z;[x] 中 找 出 所 有 单位 , 给 出 2x’ +x 的 所 有 相 
伴 元 . 
2. 证 明 : 在 整 环 Z,[x] 中 , * +*+1 是 不 可 约 元 . 

3. 复数 环 C 中 由 整数 集 Z 和 w -2 生成 的 子 环 ， 记 为 
Z[V -2]. 问 5 在 Z[Y -2] 中 是 不 是 不 可 约 元 素 . 

4. 设 下 是 个 域 , a, be F. 证 明 : 在 Ffx] 中 ,x-a 与 +-b 
互 素 的 充分 必要 条 件 是 azxb. 

5. 设 D 是 个 唯一 分 解 整 环 , a, be D. 那么 c,8 互 素 的 充 
分 必要 条 件 是 它们 不 含 相同 的 素 元 因子 . 

6. 设 DD 是 个 整 环 , 把 元 素 之 间 的 整除 看 成 是 D 上 的 一 个 
关系 . 证 明 : 如 果 整 除 关系 在 D 的 非 零 元 素 D” =D - 10} 上 是 
个 等 价 关 系 , 那么 D 必然 是 个 域 . 
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7. 设 x, y 是 整 环 万 的 元 素 . 证 明 : 

(a) xly 的 充分 必要 条 件 是 (x) 2 (7); 

(b) x 和 y 相伴 的 充分 必要 条 件 是 (x) = (y); 

(ce) y 是 x 的 非 平凡 因子 的 充分 必要 条 件 是 (*) C(y)C 


$2 主 理想 整 环 和 欧 氏 环 


要 像 上 节 例 题 2 那样 给 出 更 多 的 环 为 唯一 分 解 整 环 的 充分 
必要 条 件 当 然 是 很 有 意义 的 事情 . 同时 , 为 了 应 用 方便 ， 也 需 
要 得 到 一 些 环 为 唯一 分 解 整 环 的 充分 条 件 ， 本 节 介 绍 其 中 两 
种 . 

定义 1 如 果 整 环 DD 的 每 个 理想 都 是 主 理想 , 则 说 D 为 主 
理想 整 环 . 

例如 , 整数 环 Z 是 个 主 理想 整 环 . 

第 四 章 $4 定理 2 证 明了 域 尺 上 的 多 项 式 环 F[x] 是 个 主 
理想 整 环 . 

例 1 看 上 节 例 题 3 中 的 

R = {a/b e Qi2 为 奇数 }. 
设 N 是 RR 的 一 个 理想 . 当 N= {0} 时 W 恰 为 零 元 0 生成 的 主 理 
想 (0). 
当 N 关 10} 时 ， 对 任意 a/beN, 设 
a/b = 2'(c/b) ,cc 为 奇数 ,i 之 0. 
可 以 证 明 , 非 负 整数 :是 由 元 素 ao 人 完全 确定 的 . 

设 a/b=e/f, 其 中 5b 和 /都 是 奇数 . 由 af= be 及 整数 的 唯 

一 分 解 定理 , e 和 a 必 含 相 同 个 2 的 因子 , 都 是 :个 . 故 
e/f = 2°(h/f), 
h 和 f 都 是 奇数 .这 说 明 , : 与 a/b 表达 中 元 素 选 择 无 关 . 
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建立 映射 
p: ab 一 上， a/b = 2'(c/b)，5c 为 有 奇数. 

这 是 环 N 到 整 环 Z 的 一 个 映射 . 

由 于 Img(p) 是 个 非 负 整 数 的 集合 , 它 必 有 最 小 元 , 设 为 
n， 既然 ne Img(p)，, 那么 必 有 R 的 元 素 g/d 使 得 

gpg(g/d) =n，g/d = 2"(l/d)，1 为 奇数 . (#*) 
现在 , 我 们 任 取 a/be N, 由 nn 的 定义 , 必 有 
n = 9p(g/d) < op(a/b) = 1, 
其 中 a/b=2'(c/5) ，e 是 个 奇数 . 故 
a/b = 2'(c/b) = 2°(1/d) : (d/l) . 2°"(e/b), 
其 中 1~n 宇 0, 2'"(c/4) e R 从 而 2n(l1/d) =g/d 在 R 整 除 
a/b，,， 即 
a/b e (g/d), N = (g/d). 

这 说 明 R 的 每 个 理想 都 是 主 理想 . 

命题 1 设 D 是 个 主 理想 整 环 , 那么, 在 D 中 不 能 有 这 样 
无 穷 多 个 理想 N，， Na 使 

NGN，NF 关 Ni i=1,2,. 

证 明 用 反 证 法 . 若 有 无 穷 多 个 理想 Ni(i=1, 2，…) 使 得 
NEN 且 及 关 Nb 令 N=UN,, 可 以 证 明 它 亦 为 D 的 一 个 

首先 , 对 任意 x, ye NN, 据 并 集 NN 的 定义 , x,Y 必 分 别 属于 
某 个 N, 和 WN,， 即 

x E Ni， 7 Ee 人 

在 i 和 j 两 个 自然 数 中 不 妨 设 i<j, 于 是 由 诸 N, 前 面包 含 关系 
知 N,N 从 而 有 
: x»EeNcN,, yeN. 
但 是 , 已 知 N 是 D 的 理想 , 故 *-yeN, 进一步 , x -yeNjC 
N. NN 对 减法 封闭 . 
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其 次 , 对 任意 reD, xeN. 设 xeNi, 那么 ,由 于 ,是 也 
的 理想 , 必 有 rx, xre N;,， 从 而 rx, xre NCN. 

所 以 , N 为 DD 的 一 个 理想 . 

D 为 主 理想 环 , 设 N=(x). 而 据 NN 的 定义 , xe N, 则 zx 必 
属于 某 个 N,.. 进而 (x) 的 所 有 元 素 都 应 属于 NN,, 对 于 这 个 i, 有 
NESN= (x) CN, CC Nin, 

也 就 是 N, = Ni 与 假定 相 了 矛盾 . 

命题 2 设 D 是 个 主 理想 整 环 , pe D, pP 关 0. 那么 , 下 列 
说 法 等 价 : 

(1) p 是 D 的 一 个 素 元 ; 

(2) (p) 是 DD 的 一 个 极 大 理想 ; 

(3) (p) 是 D 的 一 个 素 理 想 . 

证 明 ”用 循环 证 法 . 如 果 p 是 DD 的 素 元 , 那么 p 不 是 单位 ， 
故 

1¢(p)= {reDIreDi. 
所 以 ，(P) DD. 

设 N 是 刀 的 理想 ,(p)CEN,， (p) 产 N. 由 于 DD 是 主 理想 环 ， 
可 设 N=(a), aeD. 于 是 , pe WN 意味 着 有 beD 使 p=ab. 

又 由 于 p 是 素 元 , a 必 为 单位 或 者 是 与 p 相伴 的 . 如果 “ 
是 和 p 相伴 的 , 则 必 有 ae (p), 从 而 (a) = = (P), 与 假设 巴 
盾 . 故 , a 只 能 是 个 单位 , 而 单位 生成 的 理想 就 是 DD 本 身 . 所 以 
N=D.(p) 是 个 极 大 理想 . 

这 样 , 我 们 由 条 件 (1) 推 出 了 条 件 (2). 

下 面 , 由 (2) 推 (3). 设 (p) 是 极 大 理想 .由 第 五 章 $2 知 
乘 余 环 D/(p) 是 个 域 , 任 取 a, be D, 如 果 ab e (p), 那么 在 
D/(p) 中 

ab +p= [ao+(p)][D+(p)] =p, 
其 中 p 力 是 D/(p) 的 零 元 , 而 域 当然 不 含 非 零 的 零 因子 , 故 
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at+(p) =(p) 或 b+(p) =(p), 也 就 是 ae (p) 或 be (p). (p) 
是 DD 的 素 理 想 . 

最 后 , 由 (3) 来 推 (1). 设 (P) 是 个 素 理想 . 如 果 有 a,beD 
使 ay =P 那么 abep, 于 是 必 有 有 ae (p) 或 be (p). 

车 ae (p), 则 pla, 从 而 a 是 和 p 相伴 的 , 5 为 D 的 一 个 
单位 . 车 be (p), 则 5 是 与 p 相伴 的 , a 是 DD 的 一 个 单位 . 总 
之 ,了 没有 任何 非 平 凡 因 子 . 又 因为 (p) 关 D,p 不 是 DD 的 单位 ， 
同时 pzx0, 故 p 为 万 之 素 元 . 

定理 1 每 个 主 理想 整 环 D 都 是 唯一 分 解 整 环 . 

证 明 ” 现 先 来 证 明 当 D 为 主 理想 整 环 时 , 它 的 非 0 非 单位 
的 元 素 必 为 若干 素 元 之 积 . | 

若 不 然 , 设 ae D, ax0, a 不 是 单位 , 且 a 不 能 写成 若干 
个 素 元 之 乘积 . 那么 : 

首先 , a 必然 不 是 素 元 , 否则 a =a 即 为 素 元 积 形式 .于 是 
a 必然 仅 有 非 平凡 的 因子 , 设 和 ec 是 oa 的 非 平 凡 因 子 , a = 5c. 
于 是 

a e (b), a e (ce). 
并 且 , 由 于 46 和 < 均 不 是 和 a 相伴 的 , 必 有 
b¢(a), ce¢ (a). 
从 而 有 
(a) E (6b), (a) *¥ (4b), 
(a) E (ec), (a) #¥ (0). 

其 次 , 由 a =bc, 而 a 不 是 素 元 连 乘 积 , 可 以 断言 5 或 c 必 
然 至 少 有 一 个 也 不 是 素 元 连 乘积 ( 当 上 和 *e 均 为 素 元 乘积 时 ，bc 
=a 就 是 素 元 之 积 ) ， 取 这 样 一 个 不 是 素 元 乘积 者 记 为 c， 它 
满足 

(1) a, 是 a 的 非 平凡 因子 , (a) Sl(a), (a)# (a); 

(2) a, 不 能 写成 素 元 之 连 乘积 形式 . 
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由 (1) 可 知 a, 非 0 非 单位 , 由 (2) 进 一 步 知 道 a, 具有 和 a 完全 
一 样 的 性 质 . 

最 后 , 我 们 完成 仿照 对 a 的 讨论 , 可 找到 a, eD, (a,)C 
(a ), (a,) 关 (a) 朋 a, 不 是 素 元 之 积 . 这 样 不 断 做 下 去 , 即 有 
(a) C(a)C, (a)# (0), i=1,2,…. 

而 命题 1 已 经 证 明了 , 在 主 理想 整 环 里 是 不 能 有 这 种 结论 的 . 
这 表明 对 a 的 假定 不 能 成 立 . | 
再 来 证 明 D 有 分 解 的 唯一 性 . 设 
Pipz…Pp， = di9q2…g:， (*) 
其 中 p, 和 9g 都 是 万 的 素 元 . pi 是 素 元 , 由 命题 2 知 , (p1) 是 D 
的 一 个 素 理 想 .( * ) 表 明 ， 
9192 9，E (Pi ) ， 
故 必 有 某 个 ge (p,) ,因为 顺序 可 以 考虑 ,我 们 不 妨 假设 qi e 
(p)， 即 户 19 .但 9 是 素 元 , p, 是 9 的 因子 , P 必然 是 与 9 
相伴 的 ， 
pl = €qdi, s 是 单位 . 
将 ( * ) 中 局 消去 , 得 
p2°*°p: = (8q2) "gq,, 
其 中 sq, 也 是 素 元 . 
继续 下 去 不 并 不 断 调整 右 端 素 元 顺序 ， 即 有 忆 和 9; 是 相 
伴 的 , 对 所 有 i=1, 2,…, + 都 成 立 , 同时 s = 上 
例题 1 设 D 是 个 主 理想 整 环 , 其 元 素 a,。 不 全 为 0 那 
么 , 必 有 m, neD 使 得 d=ma+nb 恰好 是 a, 6 是 一 个 最 大 公 
因子 . : 
解 看 D 中 由 子 集 {a, 外 生成 的 理想 N. 由 于 DD 有 1 且 可 
交换 ,NN 中 每 个 元 > 必 可 写成 
r=xa+yb, x,y ebD. 


另 一 方面 , D 是 主 理想 环 , 必 有 deD 使 N=(d). 设 d=mat+t 
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mb, 我们 来 证 明 d 是 a 和 46 的 一 个 最 大 公 因子 . 
首先 , aeN=(d),a=cd, dla. 同样 ,be (ad), dib. 所 
以 , d 是 ec, 2 的 一 个 公 因 子 . 
其 次 , 假设 f 是 a, 5 的 公 因 子 , 由 fla 和 .8 立 知 .站 (me + 
nb), BT fld. 
所 以 , d 是 a 和 % 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
现在 再 介绍 整 环 为 唯一 分 解 整 环 的 另 一 个 判别 方法 . 
定义 2 整 环 也 称 为 欧 氏 环 ， 如 果 有 由 也 之 所 有 非 0 元 集 
合 D。 到 正 整 数 集 N 的 映射 d 满足 
(1) 如 果 a, peD 且 cib, 则 d(a) 志 d(2); 
(2) 如 果 aeD, beD,, 则 必 有 g,reD 使 a=bg+r, d(7) 
<d(b) 或 r=0. 
例如 , 整数 环 Z 上 规定 每 个 数 对 应 其 绝对 值 
d(r) =Ilrl, reD 
利用 整数 的 长 除法 , 即 知 Z 即 为 一 个 欧 氏 环 . 
又 如 ,对 任意 域 , 规定 
d: f(x) — degf(x), f(x) e Flx], f(x) z 0, 
即 得 所 有 非 0 多 项 式 集 F[x1, 到 非 负 整数 集 N"' 的 一 个 映射 . 
在 第 五 章 $4 定理 1 中 , 我 们 证 明了 ,对 任意 f(x) e 
Ffx], g(x) eF[xj。, 必 有 g(x), r(x) e FLxj] 使 得 
f(x) = g(x)g(x) + r(x), 
degr(x) < degg(%). 
由 于 原来 规定 了 零 多 项 式 的 次 数 为 - %w ,那里 的 
degr(x) < degg(x) 
就 包含 了 两 种 情形 , r(x) 为 0, 或 者 
0 < degr(x) < degg (x). 
这 与 欧 氏 环 定义 的 要 求 完 全 一 致 . 故 F[*j] 是 个 欧 氏 环 . 
命题 3 设 刀 对 映射 g 是 个 欧 氏 环 ， ae D, ax0. 那么 , a 
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为 单位 的 充分 必要 条 件 是 d(a) =d(1). 
证 明 如果 a 是 D 的 一 个 单位 , 即 有 c 使 ac=1, 则 


d(a) <d(ac) (定义 2) 
=d(1) (ac=1) 
<d(l :a) (定义 2) 
=d(a)， (1 的 性 质 ) 


也 就 是 d(a) <d(1) <d(a), d(a) =d(1). 

反之 , 如 果 d(a) =d(1), 由 于 有 

1=agqg+r，r=0 或 d(r) < d(a)， 
而 
d(r) < d(a) = d(1) < d(1 :7) = d(r) 

是 不 可 能 的 , 故 必 有 r=0, 1 = eq, a 为 DD 的 单位 . 

定理 2 每 个 欧 氏 环 都 是 主 理想 整 环 . 

证 明 设 整 环 D 对 映射 d 是 个 欧 氏 环 , 4 是 D 的 一 个 理 
想 . 
”如 果 4=1{01, 那么 , 它 就 是 0 生成 的 主 理想 . 

如 果 4z 101, 它 包 含 非 0 元素, 令 
T= {d(x)e N"|1xe Ah}. 

TT 是 4 在 映射 4 之 下 的 象 . 由 于 4 有 非 0 元 , 所 以 了 是 个 非 空 
的 非 负 整数 集 , 它 必 有 最 小 的 元 . 设 cs4 使 得 d(a) 是 了 的 最 
小 元 . 

我 们 断言 , 4 = (a). 

aeh, 显然 有 (a) C4. 任 取 xeh, 据 定 义 , 必 有 g,reD 
使 

X = ag+r, r=0 或 d(r) < d(a). 
但 是 , 4 是 DD 的 理想 , 由 x, ae 4 可 知 ageh 而且 
x-ag=reAh. 


而 d(r) <d(a) 与 a 的 选取 相 矛 盾 , 故 只 能 r=0, 也 就 是 x= 
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ag, x*e (4a). 由 x 的 任意 性 推出 4C (a). 

总 之 , A = (a), 4 是 个 主 理想 . 

这 样 , 我 们 得 到 下 列 环 类 的 关系 : 

欧 氏 环 类 GE 主 理想 整 环 类 GE 唯 一 分 解 整 环 类 GE 整 环 类 . 

至 于 各 类 之 间 是 否 真 的 不 同 , 也 就 是 给 出 些 具体 例子 说 
明 , 有 的 主 理想 整 环 不 是 欧 氏 环 , 有 的 唯一 分 解 整 环 不 是 主 理 
想 整 环 , 等 等 , 也 并 非 难事 . 但 , 这 些 例子 不 是 初学 者 十 分 熟 
悉 的 , 这 里 就 不 予 介 绍 了 . 

对 于 欧 氏 环 , 讨论 其 整除 性 , 我 们 有 

命题 4 设 D 对 映射 4 为 欧 氏 环 , bzx0, a1b 且 a 不 是 单位 
也 不 是 和 5 相伴 的 . 则 d(a) <a(%). 

证 明 据 定义 , 应 有 g,reD 使 

Ga = bgt+tr, r=0 或 d(r) < d(b). 
但 , r=0 则 意味 着 bla, 导致 a 是 和 4 相伴 的 , 矛盾 . 故 rz0， 
d(r) < d(b). 
又 , alb, 必 有 ceD 使 5=ac, 从 而 
r=a-byg=a-acg = a(l -ceg). 
用 a 的 性 质 , 即 得 到 
d(a) < d(r) < d(b). 

在 欧 氏 环 中 有 一 种 求 最 大 公 因 子 的 算法 . 

例题 2 设 D 对 映射 4 是 个 欧 氏 环 . a, beD 日 bzx0. 求 a 
和 4 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

解 ” 因 为 D 是 个 欧 氏 环 , 必 有 gl, ri eD 使 

a = bq,tr, r = 0 或 d(r,) < d(b). 

如 果 r, =0, 那么 bla, 5 即 为 a, 5 的 一 个 最 大 公 因子 . 

如 果 产 类 0, 则 必 有 d(7,) <d(5). 又 必 有 9,,r,eD 使 

b=rgq,+r,, r = 0 或 d(r,) < dl(r,). 

当 7,=0 时 , 算法 即 停止 ; 当 7x0 时 , d(r,) <d(r) 再 做 
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r= 7 tr, ry =0 或 (rn) < d(r,). 
一 直 做 下 去 . 
由 于 dmn) >d(r,) >… 且 它们 都 是 非 负 整数 , 这 种 做 法 不 
会 永远 做 下 去 , 必然 有 限 步 停 止 ; 即 到 某 一 步 , 出 现 整 除 情 况 . 
一 般 地 , 可 以 设 


a=bg +r,, d(r,) <d(b), 

b =r.g; +7,， d(r,) <d(lr,), 
rT 三 rm2g3 + Ts, d(r,) <d(lr,), 
站 -2 三 站-19 + Ts d(r) <d(ri_1), 
Tri-i = Ti 


可 以 断言 7, 就 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

首先 ， rilr ,看 上 列 倒数 第 二 个 等 式 ， 即 知 ridr,_,. 追溯 
上 去 , rm 可 整除 每 一 个 nm。 可 是 ,从 第 二 个 等 式 可 以 看 出 产 1. 

再 看 第 一 式 ， 由 rilb, rn, 又 推 知 rila, 也 就 是 说 , ri 是 b 
的 因子 , 也 是 a 的 因子 . 从 而 , 它 是 4,4 的 一 个 公 因 式 . 

其 次 , 还 需 证 明 a, b 的 任意 一 个 公 因 子 c 可 整除 7.. 这 
次 , 我 们 从 上 往 下 看 . 

c 是 a 和 45 的 公 因 子 , 第 一 式 表明 , 必 有 clr,. 于是, 在 第 
二 式 中 , 由 c15, clr, 可 推出 c1r,，,，…. 如 此 下 去 ,ec 必然 整除 


所 以 ri 是 4a, 上 4 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
例题 3 求 有 理 数 域 上 多 项 式 
a(x) = x, -x -Xx +1, b(x) = x 一 | 
的 最 大 公 因 子 . 
解 ” 做 除法 , 得 


xs-x3 -x +1 = (x -1)(x-1) + (—%, +X), 


x -1 = (—-x,+%)(-%—1) + (x—1), 
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-x+tx=(x-1)(-x%). 
从 而 知 x-1 是 a(%) 和 4b(x) 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
例题 4 证 明 复 数 环 的 子 环 G = jai+Bla, Be ZZ} 同 构 于 
Zzx]/(1 + ). 
证 明 任 取 /(x) eZ[x], 用 x +1 除 之 , 得 
zx) = q(x) (x +1) + (ax +B) 
其 中 a, Be2Z 是 由 儿 x) 唯 一 确定 的 . 
令 
pp: f(x) — ai+B, 
容易 证 明 gp 是 ZLx] 到 6 的 满 的 环 同 态 . 
计算 p 的 核 ， 由 于 f(x) e Kerg 的 充 要 条 件 是 a =0, 8 =0， 
即 x? +1lf(x), 故 
Kerp = (x* + 1), 
由 环 同 态 基本 定理 知 Z[x]/(x +1) = 6. 


习 题 
1. 在 Zs;[x] 中 求 
x’ +4x’ +4x2 +1, 2 +4 
的 一 个 最 大 公 因 子 . 


2. 设 DD 是 个 主 理 想 整 环 , a,beD 且 a 和 5b 互 素 . 证 明 : 
如 果 ceD, al(bc), 则 alc. 

3*. 设 尺 是 个 有 1 的 交换 的 主 理想 环 , 且 f: R 一 5 是 满 的 
环 同 态 映射 . 证 明 : 5 必然 是 主 理想 环 . 

4. 求 出 例题 4 中 环 6 的 所 有 单位 . 

5. 在 例题 4 中 的 环 6 中 把 元 素 -1 +3i 分 解 成 素 元 之 积 . 

6. 设 D 对 于 映射 d 作成 一 个 欧 氏 环 , a, heD 且 alb. 证 
明 : 如 果 d(a) =d(5), 则 a 和 46 是 相伴 的 . 
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8$3 唯一 分 解 整 环 上 的 多 项 式 环 


设 F 是 个 域 , 那么 下 上 的 多 项 式 环 R=F[x] 就 是 个 唯一 
分 解 整 环 . 

我 们 又 可 以 讨论 整 环 尺 =R[Lx] 上 的 关于 文字 7y 的 多 项 式 
环 R[y], 它 是 否 是 唯一 分 解 整 环 呢 ? 

在 第 四 章 $1, 我 们 看 到 , 环 R 添上 一 个 文字 x 可 得 RR 上 
一 元 多 项 式 环 R[x], 在 这 个 环 再 添加 一 个 文字 y, 进一步 得 环 
R[x][y] =R[x, y]. 这 种 添 两 个 文字 甚至 添 多 个 文字 的 环 在 
数学 分 析 、 高 等 代数 及 很 多 的 数学 学 科 中 都 经 常 出 现 . 研究 
R[x] 与 R[x][y] 的 关系 是 很 有 意义 的 . 

这 一 节 , 我 们 将 得 到 一 个 很 一 般 的 结论 ， 当 RR 是 唯一 分 解 
整 环 时 ， 多项式 环 R[x] 也 一 定 是 个 唯一 分 解 整 环 ,进而 
R[x,,…,x,] 也 是 个 唯一 分 解 整 环 . 当 R 为 域 时 ， 当然 更 是 这 
样 . 

设 也 是 个 唯一 分 解 整 环 , 来 研究 DLx]. 

先 把 一 些 已 知 结论 总 结 一 下 . 

1. D[x] 也 是 个 整 环 , D 的 恒 等 元 1 就 是 D[x] 的 恒 等 元 ; 

2. 对 任意 f(x), g(x) e D[x], 因 D 无 非 零 的 零 因子 , 故 

deg[f(x)g(x)] = degf/(%) + degg(x%). 

3. 若 f(x) e D[x] 是 D[x] 的 单位 , 由 f(x)g(x)=1 知 
f(x) 和 g(x) 均 为 0 次 , 即 D 上 的 常数 多 项 式 ， 

f(x) = 1, g(x) = 1， uv = 1. 
故 f(x) 是 D 的 单位 . 而 DD 之 单位 当然 是 D[x] 的 单位 这 说 明 ， 
DL[x] 和 D 有 相同 的 单位 . 
4. f(x), g(x) eD[x] 是 相伴 的 , 当 且 仅 当 , 有 D 的 单位 c 
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f(x) = cg(x). 

在 初等 数学 中 , 已 经 习惯 地 把 “不 含 次 数 更 低 的 非常 数 因 
式 " 的 多 项 式 称 为 不 可 约 多 项 式 . 在 D[x] 中 , 我 们 把 D[x] 的 
素 元 也 称 为 不 可 约 多 项 式 . 

但 是 , 当 D 不 为 域 时 , 并 不 是 D 中 每 个 非 零 元 均 为 D[ x] 
的 单位 . 例如 , 整数 环 上 多 项 式 2(x +1) 中 ,2 和 %+1 都 是 它 
的 非 平 凡 因 子 . 所 以 , 对 唯一 分 解 整 环 上 多 项 式 分 解 问 题 的 讨 
论 要 比 在 域 上 讨论 来 得 麻烦 , 读者 必须 注意 这 个 细节 . 

本 节 恒 设 D 是 个 唯一 分 解 整 环 . 于 是 , D 的 任意 有 限 多 个 
不 全 为 0 的 元 素 必 有 最 大 公 因 子 . 

定义 1 车 1 是 多 项 式 

f(x) = a tort +ax, aeD 

系数 a。, a ,，…, a, 的 一 个 最 大 公 因 子 , 则 说 f 作 x) 是 D 上 的 一 
个 本 原 多 项 式 . 

定理 1( 高 斯 引 理 ) ”如 果 f(x), g(x) 都 是 D 上 的 本 原 多 
项 式 , 那么 它们 的 乘积 

f(x) = g(x)h(x) 

也 必 为 D 上 本 原 多 项 式 . 

证 阴 设 

g(xX) = a taxrt +ax, 
h(x) = 6 + hb x+ + ox 
都 是 D 上 本 原 多 项 式 . 且 
flx) = g(x)h(x) = co +ert+e + ennr” 

如 果 f(%) 不 是 本 诛 多 项 式 , 即 c。,c,,… 有 非 单 位 d 为 其 
公 因 子 . 将 d 做 素 因子 分 解 , 设 D 的 素 元 p 是 d 的 因子 , 从 而 
素 元 p 是 c6, ec ，…, cm 的 一 个 公 因子 . 

但 是 , g(x) 和 h(x) 都 是 本 原 的 , p 不 是 g(x) 系 数 的 公 因 
子 , p 也 不 是 h(x) 的 系数 的 公 因 子 、 必 有 整数 i, 7 使 十 ai， 
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ptb. 设 

plaoplal，…,pla ip 十 a， 

plb,plb, ,plb sp hb 
看 用 (x) 的 系数 c,,,， 由 于 

Cr = ab +ab t+" + ab +a,b, 
+aubit + arb + a,bo 

的 右 端 除 a,5, 外 其 余 诸 项 中 或 者 a 的 脚 码 小 于 r 或 者 b 的 脚 码 
小 于 s,， 二 因子 中 总 有 一 个 要 能 被 p 整除 . 又 plc,,,， 故 
pl(a,b,). 

D 是 唯一 分 解 整 环 , p 为 案 元 , 由 81 之 定理 1 知 , ploa, 或 
p15b,, 节 盾 . 

一 般 来 说 ， 如 果 整 环 5 是 整 环 R 的 子 环 , 那么 , S 上 的 多 
项 式 f/(x) 也 是 R 上 的 多 项 式 . 而 且 , 可 能 几 x) 在 3. 上 是 不 可 约 
的 , 而 它 作为 R 上 的 多 项 式 却 是 可 约 的 . 

例如 , 有理 数 环 Q 上 多 项 式 

f(x) =* -2 
是 不 可 约 的 , 而 它 作为 实数 域 R 上 的 多 项 式 却 有 
fx) = (x + V2) (x -V2). 

这 样 ， 就 为 我 们 的 研究 提供 了 一 个 途径 . 讨论 5 上 一 个 多 
项 式 f(x) 的 性 质 时 , 先 看 它 在 RR 上 的 性 质 , 然后 再 返回 到 5 上 
来 做 结论 ， 当 然 , 我 们 不 是 对 任意 一 个 包含 5 的 整 环 尺 都 有 兴 
趣 , 通常 是 要 求 尺 比 % 更 好 ” 

一 个 域 0 称 做 环 尺 的 一 个 分 式 域 , 如 果 0 包含 R, 且 @ 丛 
由 形 如 

CD = 地， a,beR,bz*0 


的 元 素 组 成 . 于 是 车 0 是 一 个 整 环 D 的 分 式 域 , 则 Q[xj] 为 欧 
氏 环 . 
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命题 1 若 @ 是 刀 的 分 式 域 . 那么 , 8[*] 的 非 零 多 项 式 
fx) 必 可 写成 如 下 形式 


fl4) = Lfl%), 


其 中 有 (x) 是 D[x] 的 本 原 多 项 式 , 二 < 0. 而且 , 万 (z) 在 不 计 


相伴 的 意义 下 是 由 f(x*) 来 唯一 确定 的 . 
证 上 明 设 


f(x) = TL +cx+*+cx], ceD,c,.z0. 
再 设 c 是 co, cl，… ,<6 的 一 个 最 大 公 因 子 , 于 是 
flx) = [a +dix+. +d,x"], deD,d,z*(. 


此 时 ,1 必 为 do， di,…, d, 的 一 个 最 大 公 因 子 . 车 不 然 , 可 设 
d 为 d。，…, d, 的 一 个 最 大 公 因 子 , d 不 是 单位 ,于 是 cd 就 是 
co; C1，"…， 6 的 一 个 公 因 子 , 且 cd 不 是 和 < 相伴 的 , 与 “之 最 
大 性 矛盾 . 


令 


f(x) = do +dix+ + dx". (* ) 
则 (x) 是 D 上 本 原 多 项 式 , 且 
flx) = h(x), ed 
进一步 , 如 果 还 有 D 上 本 原 多 项 式 go(x) ， 
f(x) = RAG < 0. 
那么 研究 D 上 多 项 式 ， 
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l(x) = fcf,(x) = hago x). (uw *) 
设 g 是 i 必 x) 的 所 有 系数 的 一 个 最 大 公 因 子 . ( * * ) 表 明 包 是 
/xz) 所 有 系数 的 一 个 公 因 子 ,， 故 有 
(fe)1 gq, gqg=/fet, teD. 
又 因为 qa 是 ff(x) 诸 系数 的 公 因子 , 注意 ( * ), 必 有 
fedo = rog, ***, fed, = r,9. 
从 而 得 到 
do = rot, ,dd, = r,t. 
这 说 明 1 是 及 (x) 庄 系数 的 一 个 公 因 子 . 由 于 f(x) 在 D 上 是 本 
原 的 , 故 t 必 然 是 个 单位 . 大 与 9 是 相伴 的 ,大 是 多 项 式 风 x) 诸 
系数 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
同 理 , ha 也 是 L(x) 诸 系数 的 一 个 最 大 公 因 子 . 从 而 无 是 
与 ha 相伴 的 , 有 D 中 单位 之 使 得 ha = sfe， 将 其 代入 ( * * )， 
用 消去 律 即 得 
feflx) = efcgo(x), f(x) = egol%); 
也 就 是 说 , 如 果 不 考虑 相伴 的 元 素 的 差别 时 , h(x) 是 由 f(%*) 
唯一 确定 的 . 
命题 2 设 Q 是 D 的 分 式 域 . 那么 , D 上 的 本 原 多 项 式 
f(x) 在 D[x] 中 是 可 约 的 , 当 且 仅 当 , x) 在 Q[x] 中 是 可 约 的 . 
证 明 若 f(x) 在 Dfx] 中 是 可 约 的 , 即 f(x) 在 DLx] 中 有 
非 平 凡 的 因子 h(x), 即 h(x) 1f(x) 且 h(x) 不 是 DLx] 的 单位 也 
不 是 和 f(x) 相 伴 的 . 
假设 h(x) 是 8[x] 的 单位 , 那么 它 的 次 数 必 为 0, 它 必 为 D 
的 一 个 常数 多 项 式 c, c#0. 于 是 导出 , 在 D[x] 中 , clf(x). 而 
f(x) 是 D 上 本 原 多 项 式 , 故 c 为 D[x] 中 的 单位 , 与 h(x) 的 假 
设 矛 盾 . 
假设 h(x) 在 Q[*] 中 是 与 所 xz) 相伴 的 , 即 有 c,beD 使 
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h(x) = 下 Kxz)， bh(x) = f(x). 
车 


f(x) = a0 +axt+' + a.%, 
则 “应 为 cao。， cal，…, ca, 的 一 个 公 因 子 . 但 又 知 cao，…, ca， 
的 最 大 公 因 子 是 c, 所 以 ble. 有 d 使 b=cd， 

df(x) = h(x), f(x) | h(x) 
导致 作 x) 和 h(x) 在 DLx] 中 是 相伴 的 , 矛盾. 

这 说 明 h(x) 既 不 是 @[x] 的 单位 也 不 是 Fx) 在 QiLx] 中 相 
伴 的 , h(x) 在 [x] 中 是 fx) 的 非 平 凡 因 子 . Kx) 在 0[xj] 中 可 
约 . | 

反 过 来 , 若 凡 xz) 在 Q[*] 中 是 可 约 的 . 设 

f(x) = g(x)h(x), g(x), h(x) e Q[zx], 
g(x) 和 h(x) 都 是 所 x) 的 非 平 几 因 子 . 

由 于 域 上 的 非 零 的 常数 多 项 式 必 为 单位 , 而 g(x) 和 h(x) 
均 非 零 ， 所 以 它们 的 次 数 均 大 于 0. 由 命题 1 知 , 必 有 Dix] 的 
本 原 多 项 式 g(x) 和 ho(x) 使 

g(z) = gals), h(x) = Oho(), 之 ,于 


c 


E Q. 


于 是 f(x) = 过 <eu(s)ju(z) 


根据 定理 1 可 推出 go (x)h。(x) 也 是 D 上 的 本 原 多 项 式 . 
再 据 命题 1, 必 有 DD 的 单位 s 使 
f(x) = sgo(x)ho (x). 
这 里 ,sgo(x) 和 ho。(x) 都 是 D 上 和 多项式, 均 为 f(x) 的 因 
子 . ho(x) 次 数 与 (x) 相同 , 大 于 0, h(%) 不 是 DLxj] 的 单位 . 
sgo(x) 也 不 是 环 D[x] 的 单位 ,从 而 h。(x) 在 DL*xj] 中 不 是 与 
fx*) 相 伴 的 , ho(x) 为 用 x) 在 D[x] 中 的 非 平凡 因子 . 即 太 x) 在 
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Q[x] 中 是 可 约 的 . 

例题 1 在 有 理 数 域 上 , 多 项 式 f(x) =x* +3x+1 是 否 可 
约 ? 

解 ” 我 们 只 要 看 所 x) 是 否 在 ZLx] 上 可 约 . 

若 几 zx) 有 一 次 的 非 平凡 因子 

f(x) = (ax + b)g(x) 
比较 两 端 系数 , 必 有 all, bl1, 故 ax + 只 可 能 为 
+1,x-1,~-x—-1,—x+l. 
两 个 多 项 式 相差 -1 倍 , 则 是 相伴 的 ， 故 只 考虑 
x+1,x—-1. 

若 Ax) =(x+1)e(x), 则 所 -1)=0, 但 太 -1)=--1 故 
(x+1) K(x). 同 理 (x -1) K(x). 这 说 明 f 所 x) 没有 一 次 的 非 
平凡 因子 .. 

车 f(x) 有 二 次 的 非 平 几 因 子 , 其 首 系 数 必 为 =1. 相伴 的 
可 以 不 计 , f(x) 必 有 首 系数 为 1 的 二 次 非 平 凡 因 子 ,， 故 可 设 有 
整数 a, b, c,d 使 

x +3x+1 = (x +oar+b)(x +cx + d). 
于 是 下 列 整数 方程 组 应 该 有 解 
a+c=0， 
bt+d+tac =0, 
be +ad = 3,， 
bd = 1. 
但 是 , 这 意味 着 5, d 同时 为 1 或 同时 为 -1, 从 而 b+d = 
土 2， 同 时 
ac=-a =-(b+d), 
导致 a = +2, 矛盾 . 
f(x) 在 ZL[x] 上 不 可 约 , 从 而 在 Q[x] 上 亦 不 可 约 . 
命题 3 D[x] 中 非常 数 的 本 原 多 项 f(x) 在 D[*j] 中 有 了 唯一 
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分 解 ( 相 伴 不 计 ). 
证 明 首先 证 明 成 *) 必 可 写成 D[x] 的 不 可 约 多 项 式 之 连 
乘积 . 
当 扩 x) 本 身 不 可 约 时 , 目的 已 经 达到 . 
当 久 x) 可 约 时 , 它 的 非 平凡 因子 不 能 是 常数 多 项 式 , 故 必 
有 
g(x), h(x) e DLx], . 
f(x) = g(x)h(x), 1 < degg(x) < degf(%). 
再 据 f(%) 的 本 原 性 知 g(x) 和 4(x) 均 为 DLxj] 中 本 原 的 . 
如 果 g(x) 或 h(x) 可 约 , 将 其 分 解 ， 有 
f(x) = k(x) L(x)i(x), 
其 中 k(x), 1(x) 和 x) 都 是 非常 数 的 本 原 多 项 式 . 
由 于 fx) 次 数 有 限 , 最 后 可 得 到 
f(x) = p(x)pa(x) "p(x), (*) 
其 中 p(x) 是 D[x] 上 非常 数 的 不 可 约 的 本 原 多 项 式 . 
车 , 又 有 


f(x) = qi(x)gq2(x) g(x), (* * ) 
其 中 g(x) 是 不 可 约 的 . 那么 , g(x) 必然 是 本 原 的 . 再 由 fx) 
的 本 原 性 知 q(x) 均 不 为 常数 多 项 式 . 


根据 命题 2, p,(*), q(x) 在 Q[x] 中 也 是 不 可 约 的 . 但 8 
是 个 域 ，8 [x] 是 个 唯一 分 解 整 环 在 8[x] 中 看 (*) 和 和 
(* < ), 必 有 r=s 调整 g(x) 的 磊 序 后 , p,(x) 和 g;(x) 在 
Q[z] 中 是 相伴 的 . 设 


gi(4) = pi(z)， 2 0. 
ai a; 
在 D[x] 中 就 有 ( 据 命 题 1) 


qi(x) = sipi(*), 
其 中 e, 是 也 的 单位 . 不计 相伴 的 差别 , p,(x) 和 9(*) 是 f(zx) 
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的 相同 的 因子 . 

定理 2 ”如果 上 DD 是 唯一 分 解 整 环 , 则 DL[x1 也 是 唯一 分 解 
整 环 . 

证 明 任 取 D[x] 的 一 个 非 0 非 单位 的 多 项 式 扩 x). 

如 果 f(x) 是 非 0 非 单位 的 常数 多 项 式 ， 即 xzx) e D. 由 于 
D 是 唯一 分 解 整 环 , 用 x*) 可 以 写成 D 的 紊 元 的 连 乘 积 , 也 就 是 
D[x] 的 素 元 之 连 乘 积 , 县 分解 唯一 . 

所 以 , 我 们 只 需 考 虑 f(x) 不 是 常数 多 项 式 的 情形 . 可 把 
f(x) 诸 系数 之 最 大 公 因 子 提出 来 ,得 

f(x) = dg(x), 

其 中 g(x) 是 D 上 的 本 原 多 项 式 . 

如 果 d 是 D 的 一 个 单位 , 则 f(x) 就 是 D 上 本 原 多 项 式 , 据 
命题 3， 它 可 唯一 地 分 解 . 

如 果 4 不 是 D 的 单位 , d 在 D 中 唯一 分 解 , 设 

d = Pipz…Ppu， 
其 中 p; 都 是 D 的 素 元 . 同样 据 命 题 3， 
g(x) = pi(%)*"p,(%), 
其 中 pj(x) 都 是 D[x] 的 不 可 约 多 项 式 . 由 于 pi 也 是 了 [zx] 的 素 
元 ， 
f(x) = pip…Ppapi( xz)Pz(x)…P(x) 

已 写成 D[x] 之 素 元 乘积 形式 . 

设 Kx) 还 有 一 素 元 积 形 式 . 我 们 总 可 以 调整 顺序 , 让 那些 
属于 DD 的 在 前 , 不 属于 了 的 列 后 , 即 不 妨 设 为 

xz) = gg.gi(%)'g,(%), 

其 中 g,eD， g(x) #D. 

这 里 g, 是 D[x] 的 素 元 , 当然 就 是 DD 的 素 元 . 而 g(x) 必然 
是 非常 数 的 本 原 多 项 式 , 否则 其 系数 的 最 大 公 因 子 4 不 是 单 
位 ,从 而 是 qi(x) 的 一 个 非 平凡 因子 . 
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于 是 , 先 由 定理 1 知 
PCx)…Pp(z) 和 g(x) gq, (x) 
均 为 本 原 多 项 式 , 再 由 


Pi(#) ep,(#) = Leg (4) mg, (2) 
和 命题 1 知 有 D 的 单位 6 使 
pi(%)**p,(%) = eqi(x) gq,(%), (C*)’ 
EpPlipz…Ppn = q192°"*q»: (来 村) 


把 DD 元 唯一 分 解 性 用 到 ( * * )" 上 , 得 m=n, 调整 顺序 后 
pi 和 gq; 是 相伴 的 . 

把 命题 3 用 到 ( * )' 上 , 得 + =s, 且 调 整 顺 序 可 使 p(x) 与 
gq;(*) 相伴 . 

这 就 是 最 终 证 明了 唯一 分 解 性 . 


习 题 


1. 证 明 , 多 项 式 x* +2x +2 在 有 理 数 域 Q 上 是 不 可 约 的 . 

2. 设 p 是 个 案 数 , f(x), g(x), h(x) eZ[x], 且 pf(*) = 
g(x)h(x) ,p 不 整除 g(x) 的 首 项 系数 , 证 明 , h(x) 的 每 个 系数 
均 能 被 p 整除 . 

3. 问 , 在 Zs[x] 中 多 项 式 x* +x? +1 是 不 是 素 元 . 
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域 , 这 个 特殊 的 结合 环 ， 其 每 个 非 零 元 均 有 乘法 道 ， 导 致 
它 的 结构 有 极 好 的 特殊 性 ,如 无 零 因 子 、 无 非 平凡 理想 等 . 用 
域 的 理论 处 理 各 种 域 与 其 子 域 之 间 的 关系 , 它 起 源 于 Abel 和 
Galois 研究 代数 方程 根 式 解 问题 . 

域 论 是 代数 学 中 重要 基础 之 一 ,是 现代 代数 学 许多 分 支 
〈 如 代数 几何 、 代 数 数论 ) 的 基础 . 
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第 四 章 8 5 给 出 了 域 的 定义 , 现在 略 深入 地 研究 一 下 域 的 
性 质 并 介绍 几 种 典型 的 域 . 
命题 1 只 含有 限 个 元 素 的 整 环 必 为 域 , 
证 明 设 R 是 有 限 整 环 , 1 为 其 恒 等 元 . 任 取 aeR,az0， 
看 元 素 
CQ， a2 ， "ss a"， “> 
由 于 RR 的 有 限 性 ， 上 述 元 素 必 有 重复 , 不 妨 设 有 正 整 数 k, /使 
a =a, k<l, 
但 gla. a 即 
a'(l1 - a:) = 0. 
但 e 关 0， 从 而 不 为 零 因子 ,推出 
1-a*=0, 
也 就 是 


1 a= 1 ， 
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a 有 道 元 . 
命题 2 设 F 是 个 域 . 如 果 有 aeF, az0 及 正 整 数 n 使 
na =0, 那么 , 必 有 唯一 确定 的 素数 p, 对 任意 xeF 都 有 px = 
0. 
证 明 ”如 果 nn 不 是 素数 , 那么 必 有 素数 pi, 使 n=pin. 令 
e 代表 下 的 恒 等 元 , 则 得 
na = (pin)a = (pie) (na), 
由 于 域 无 零 因子 , 故 
pe=0 或 na=0. 
若 mel =0, 那么 , 对 任意 xe 了 , 均 有 
pia = (pie)a = 0. 
若 ma=0, 仿 上 继续 下 去 , 最 终 得 整数 p, 使 对 任意 xe FF, px 
=0. 
如 果 有 素数 p, g 均 有 上 述 性 质 , 且 pg, 设 有 整数 r,s 使 
pr+gqs=1, 
于 是 导致 
x = (pr+gqs)x +r(px) + s(gx) = 0， 
矛盾 . 
定义 1 车 素数 p 对 域 F 的 每 个 元 * 均 有 px=0, 则 说 F 
的 特征 数 为 p, 其 余 情 形 说 下 之 特征 数 为 0. 
定义 2 域 正 的 子 环 $ 本 身 是 个 域 , 则 称 $ 为 的 一 个 子 
域 , 是 5 的 一 个 扩张 域 . 
命题 3 若 域 下 的 特征 数 为 p, 1 是 下 的 恒 等 元 , 则 
S= |0,1,.…,p-1|} 
是 下 的 一 个 子 域 , 且 它 含 在 F 的 每 个 子 域 中 . 
证 明 任 取 m, ne5, 必 有 q, reZ 使 
m+n=pgqg+r, 0O<r<p 


而 pg =0, 这 说 明 m +n=re5, 同 理 mneS. 
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进一步 ， 车 me5， mz0, 由 于 p 是 罕 数 ， 必 有 7， seZ, 使 


mr +ps = 1】 
以 及 
r=pk+t, Ote<p. 
于 是 
mt =mr+ps=1, 
这 说 明 上 是 s 的 道 . 


命题 4 若 域 斑 的 特征 数 为 素数 P, 那么 , 对 任意 a, be 下 
均 有 
(a +b) = G +b". 
证 明 用 二 项 式 定 理 , 得 
(a+b)2 = ar+par 5 +，…+pai + 及 ， 
正之 特征 数 为 P, 右 端 除 首 项 与 末 项 外 均 为 0, 故 
(ae+b) ”= ao + 
例题 ”已 知 域 正 只 含 四 个 元 素 0, 1, a, b, 且 其 特征 数 为 
2, 试 列 出 其 加 法 表 和 先 法 表 . 
解 ” 对 任意 xe Ff, 2x =0, 即 x = -x. 再 根据 消去 律 , 必 有 


a+b=1, 


对 于 乘法 , 由 于 11, a, 外 是 个 Abel 乘 群 , 只 需 考 虑 a. 若 
ao =1, 由 命题 4 必 有 
0=0+1= (a+1)’ = b. 


故 知 a =b, ”=a. 乘法 表 为 
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习 ”是 
1. 证 明 , 所 有 的 三 元 域 都 是 同 构 的 环 . 
$2 域 的 单纯 扩张 


定义 1 设 E 是 域 F 的 一 个 扩张 域 , S 是 E 的 一 个 子 集 , EE 
中 由 FU5 生成 的 子 域 , 记 为 F(S), 称 为 是 Ff 上 添加 5 得 到 的 
子 域 . 当 S$= |a，a，…，a 时 , 记 

F(S) = Ra，…，ao)， 

当 电 = F(a) 时 , 说 E 是 下 的 一 个 单纯 扩张 域 , 或 E 是 下 的 单 
纯 扩张 . 

例如 , 复数 域 是 实数 域 及 添加 i=V -1 而 成 的 , 故 

C = R(i). 
现在 看 R 的 单纯 扩张 R(2 +W -3). 
由 于 
2+V-3=2+ivV-3e Ri)， 

故 R(2+V -3)<<R(i). 另 一 方面 ,由 


i= [(2+iv3) -2] Le R(2 +V-3), 
V3 
知 R(i)<R(2+V-3). 故 R(i) =R(2+V -3). 
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这 说 明 , 同一 个 域 上 不 同 添加 可 能 得 相同 的 扩张 域 . 

下 面 讨论 单纯 扩张 的 结构 . 

对 于 域 了 上 的 多 项 式 环 F[x], 可 以 像 数 域 上 一 元 多 项 式 
一 样 研究 其 所 有 分 式 构 成 的 环 ， 

Fix} = {f(x)/g(x) | f(x), g(x) es Flx], g(x) #*¥ 0}, 
容易 证 明 Fix| 是 个 域 , 称 为 F[x] 的 分 式 域 . 

命题 1 设 E 是 下 的 单纯 扩张 , =F(a). 那么 , 或 者 E 
同 构 于 F[x] 的 分 式 域 Fixi , 或 者 有 下 上 的 不 可 约 多 项 式 p(x) 
使 

F(a) = Flx]/(p(x)). 
证 明 对 于 E 中 有 FU tal 生成 的 子 环 F[a], 建立 映射 
9p: Flx] — Fla], 
p: fx) — f(a), 
这 是 多 项 式 环 F[x] 到 环 F[a] 的 一 个 环 同 态 ， 由 环 同 态 基 本 定 
理 , 知 
Fla] = Flx]j/Kery, 
其 中 Kerg 是 F[x] 的 一 个 理想 . 但 F[x] 是 主 理想 环 ， 必 有 不 可 
约 多 项 式 p(x) 使 Kerp = (p(x)), 或 者 Kerp = 101. 

若 Kerp = (p(x)), p(x) e F[x] 不 可 约 , 那么 商 环 FLx]/ 
(p(x) ) 为 域 , 即 F[a] 同 构 于 域 F[x]/(p(x)). 由 于 F[x]C 
F[a], F(a) 是 E 中 由 FU {al 生 成 的 最 小 子 域 , 现 又 已 知 
F[a] 为 域 , 故 F(a) =F[a], 即 F(a) 同 构 于 FLx]/(p(x)). 

再 注意 到 Kerp = (p(x)), 即 p(a) =0, 这 说 明 a 满足 
F[x] 的 不 可 约 多 项 式 p(x). 

车 Kerp = 10} , 则 F[a] 二 F[x] ,进而 F[x] 的 分 式 域 

Fix} = {f(x)/g(x)1f,g € Flx], (f, 8) =1| 
同 构 于 
F(a) = {f(a)/g(a) 1f, g e Flx], (f, 8) = 1 
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定义 2 设 天 是 下 的 扩张 . 对 的 任意 元 a, 如 果 有 F[x] 
的 不 可 约 多 项 式 p(x) 使 p(a) =0, 则 说 a 是 下 上 的 一 个 代数 
元 , 如 果 a 不 满足 FLx] 上 的 任何 非 零 多 项 式 , 则 说 a 是 下 上 
的 一 个 超越 元 ,如 果 不 的 扩张 域 E 的 每 个 元 都 是 上 的 代数 
元 , 则 说 EE 是 下 的 一 个 代数 扩张 . 

例如 , 在 实数 域 R 中 , V2 是 有 理 数 域 Q 的 一 个 代数 元 ， 因 
为 它 满足 ** -2, 而 圆周 率 r、 自 然 对 数 底 。 和 2” 均 已 被 证 明 
是 Q 上 的 超越 元 又 如 , 复数 域 C 是 实数 域 R 的 代数 扩张 . 

设 E 是 F 的 扩张 域 . 我 们 视 E 为 加 群 , 视 下 中 的 乘法 为 下 
x EE 的 纯 量 乘 , 则 显然 有 

1. 对 任意 aeF 及 wu, veE, a(u+v) =au +ayv; 

2. 对 任意 a, beF 及 ueEk, (a+b)u=au+bu; 

3. 对 任意 a, beF 及 uekE, (ab)u=a(bu); 

4. 对 任意 weE, 1u=u. . 
这 说 明 记 是 上 的 一 个 线性 空间 . 

对 于 一 般 域 上 的 线性 空间 , 可 仿照 数 域 上 的 线性 空间 理 
论 , 讨论 线性 相关 性 、 基 底 和 维 数 等 , 得 到 相应 的 结论 . 

定义 3 如果 扩张 域 E 是 上 的 有 限 维 线性 空间 , 则 说 E 
是 下 的 一 个 有 限 扩张 , 其 维 数 记 为 [E:F]. 

例如 , 复数 域 C 是 实数 域 R 上 的 二 维 空间 ，{ 1 , 计 构 成 一 
个 基底 , 而 实数 域 R 在 有 理 数 域 Q 上 是 无 穷 维 的 , 1, 7, 7 ， 
… 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 . l 

命题 2 设 a 是 域 上 的 一 个 代数 元 , a 满足 下 上 不 可 约 
多 项 式 

f(x) =ao taxrt+ +ar, a, 0, 

则 [F(a):F] =n. 

证 明 ”由 命题 1 知 , 此 时 F(a) = F[a], 但 对 上 的 任意 
次 多 项 式 f(x), 必 有 
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f(x) = q(x)p(x) +r(x)， 
r(x) =0 或 r(x) 次 数 小 于 nm， 
于 是 
fla) = g(a)p(a) +r(a) = r(a), 
这 说 明 
F(a) = {r(a) | r(x) e F(x), 次 r(x) < n}. 
也 就 是 说 下 (a) 的 每 个 元 案 均 可 由 1, a,…, a"…' 线 性 表示 出 
来 , 而 且 由 于 p(x) 不 可 约 , 这 组 向 量 1, a,…, a 必然 是 不 
可 约 的 . 这 样 就 找到 了 一 组 基底 , 故 [F(a):F] =x. 
命题 3 车 域 E 是 域 让 的 n 维 扩张 , 那么 E 的 每 个 元 素 都 
是 严 上 的 代数 元 . . 
事实 上 , 任 取 ae 五 ,元 素 
1, a, a , a" 
在 F 上 必 是 线性 相关 的 , 即 必 有 不 全 为 0 的 ao, Ql,，"…, a,e 
F, 使 
ao +aG+…+aa = 0, 
也 就 是 说 a 满足 下 上 非 零 多 项 式 , 进一步 必 满 足 一 不 可 约 多 项 
式 , a 为 上 代数 元 . 
命题 4 EF 是 下 的 n 维 扩张 ,D 是 E 的 m 维 扩张 , 则 D 为 
FF 的 mn 维 扩 张 . 
事实 上 , 若 a,,…, a, 为 EB 在 FF 上 的 一 个 基底 , b,,…, 5， 
为 DD 在 E 上 的 一 个 基 , 那么 abjeD (i=1,2,……,n;j=1,2,，, 
…, m) 恰 好 为 D 在 上 的 一 个 基 ， 从 而 
[D: F] = [D: EJ][E: F]. 
定理 设 E 是 F 的 扩张 域 , a, beE 是 上 的 代数 元 , 那 
么 a+b, a-b 和 ab 都 是 上 代数 元 , 当 5z0 时 , ab 一 亦 为 代 
数 元 . 
证 明 因为 a 是 上 代数 元 , 故 F[aj] 是 下 的 有 限 扩张 . 
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而 b 是 上 代数 元 , 当然 6 是 fF[a] 上 的 代数 元 , 从 而 EE = 
F[a][45] 是 Ffa] 上 有 限 扩张 ,进而 知 E 为 的 有 限 扩张 , 它 
的 每 个 元 都 是 F 上 代数 元 ,这 包括 a +8, a -8, ab 以 及 bzx0 时 
的 cz 

例题 证 明 Q(V2, V3) 为 Q 的 单纯 扩张 , 且 

[QV2, V3): Q] = 4. 
解 一 方面 , 显然 有 
QI +B) < QR, VD), 
另 一 方面 | 
BF- = (F+W e Q( +YV3), 

从 而 


\ 厅 = (3 -V2) + 于 (+ AD) <s.Q(V + V3), 


同 理 /2e Q(V2 +V3) , 故 
QZ +V3) = Q(V2 ,3). 
可 以 断言 , 3 # Q(V2). 否则 , 必 有 r,se Q 使 得 
V3 = rV +s, 
3-2r -5 =2rsv2 
必 有 r=0. 但 r=0, 则 seQis=0 则 reQ. 矛盾 . 
3 在 Q 上 满足 x* -3, 它 在 Q(V2) 必 满足 一 个 能 整除 x - 
3 的 不 可 约 多 项 式 p(x) , 车 p(x) 为 一 次 的 , 则 Y3 e Q(Y2). 不 
可 能 . 故 p(x) 为 二 次 多 项 式 . 于 是 
[Q(V2 + V3): Q] 


=[Q(,): QF) JILQOYD): Q] 
=2x2 =4. 


习 ”是 


1. 设 域 含 m 个 元 素 , 那么 , 对 任意 元 素 a 都 有 a” =a. 
2. 设 域 的 特征 数 为 p, 那么 
S = {a e Fl 有 自然 数 n 使 a = al 
是 下 的 一 个 子 域 


175 


第 七 章 模 


在 线性 代数 学 中 , 数 域 上 的 线性 空间 是 最 基本 又 最 重要 的 
概念 ， 它 有 由 一 个 域 作 用 在 一 个 加 法 群 上 而 产生 的 代数 结构 ， 
概括 了 自然 科学 和 社会 科学 的 大 量 现象 ， 随 着 科学 的 发 展 , 迫 
使 人 们 考虑 把 线性 空间 中 的 数 域 推广 到 结合 环 的 情形 ,这 就 形 
成 了 一 门 很 有 用 的 学 科 一 一 模 的 理论 . 


$1 模 的 定义 


定义 1 设 R 是 个 有 1 环 , M 是 个 交换 群 。 如果 有 RxM 
到 M 的 映射 
(r,m)—rm, reR,meM (1) 
满足 ; 对 一 切 r, seR,m, neMM 均 有 
r(m+n) =rm+rn, 
(r+i+s)m = rm + sm, 
(rs)m = r(sm), 
lm = m, 
则 说 1 是 个 ( 左 )R 模 , 称 映射 (1) 为 尺 到 的 纯 量 乘 . 
对 称 地 可 定义 右 只 模 . 
例 1 车 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 , 则 V 是 个 F 模 . 
例 2 设 S$ 为 有 1 环 尽 的 有 1 子 环 , 用 R 的 乘法 定义 5 到 
R 的 纯 量 乘 , 则 R 为 5S 模 . 特别 , 尺 本 身 是 尽 模 . 
例 3 设 4 为 环 只 的 一 个 加 法 子 群 , 若 对 任意 ae 4,reR 
恒 有 rae 4, 则 称 4 为 R 的 一 个 左 理 想 ( 对 称 地 可 定义 环 的 右 
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理想 ). 当 R 为 有 1 环 时 ,4 为 及 模 . 
下 面 讨论 模 的 简单 性 质 ， 本章 中 如 不 声明 , R 表 一 有 1 环 ， 
M 表 一 加 法 群 , 0 是 R 的 零 元 , 9 是 M 的 零 元 , R 的 单位 元 就 
记 为 te 或 1. 
命题 1 设 M 是 个 RR 模 , 则 对 任意 reR 及 xeM 有 
r = 0， Ox = 0. 
证 明 由 
r=r(06+68) =r0+r0 
知 rb = 69. 同 理 , 由 
Ox = (0 +0)x = Ox + Ox 
知 0x =0. 
命题 2 设计 是 个 下 模 , 则 对 任意 reR,xeM 有 
— (rx) =(-r)x = r(-x%). 
证 明 此 由 
(-r)x+rm=(-r+rx=0x = 0， 
r(-x)+rx=r(-x+x) =r0=0. 
即 知 . 
推论 若 MN 是 尺 模 , 则 对 任意 *, ye 用 及 r,seR 有 
r(x -7y) = mr 一 中 ， 
(rT -Ss)% = rx -37X- 
证 明 仅 证 第 一 式 . 
r(x -7y) =rr+r(-y) =r -ry. 
与 群 论 、 环 论 、 线性 空间 理论 一 样 , 可 以 讨论 模 的 子 系统 ， 
由 于 已 有 多 次 训练 , 这 里 的 叙述 可 以 简略 些 了 . 
定义 2 设计 是 R 模 如 果 导 的 子 群 N 对 已 有 的 RR 到 
的 纯 量 乘法 也 是 个 尽 模 , 则 说 NN 是 计 的 R 子 模 , 简称 子 模 . 
命题 3 设 村 是 R 模 : 那么 MM 的 非 空子 集 N 为 RR 子 模 的 
充分 必要 条 件 是 : 
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1. 对 任意 x, yeN, 有 x*+yeN; 

2. 对 任意 reR,xeN, 有 meN. 

命题 4 设 M 是 RR 模 , M,, ie7 都 是 1 的 尺子 模 , 那么 交 
集 M; 也 是 作 的 RR 于 模 

定义 3 设 N 是 RR 模 MM 的 于 模 , 规定 RR 对 商 群 MAN， 

(r,m+N)— rm+N, m+Ne M/N,reR, 

则 MAN 成 为 R 模 , 称 为 M 对 NN 的 RR 商 模 . 

这 里 只 需 强 调 , N 为 R 子 模 保证 了 上 述 纯 量 乘 定 义 的 合理 
性 . 


习 题 


1. 对 任意 交换 群 , 规定 Z x 6 一 C 的 映射 
(pn，g) 一 ngE，PnEZ,EgEeC， 
则 G 是 Z 模 . 
2. 设 6 是 个 交换 群 , E 是 6G 的 所 有 自 同 态 构 成 的 环 ( 见 第 
四 章 $1), 规定 , 对 任意 oc ek, xeG,， 
(0, *) — oo(x), 
则 C 是 E 模 . 
3. 设 必 是 RR 模 , 1 是 怀 的 真 双边 理想 , 规定 , 对 任意 
(r+1,x)—rx, re R,xeM, 


则 MM 是 R/T 模 . 
$2 正 合 列 
定义 1 设 人 MM、N 都 是 R 模 ， 


oc:M—N 
是 映射 ， 且 满 足下 列 两 条 要 求 , 则 说 o 是 刃 模 同 态 : 
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1. 对 任意 x, Ye MM 都 有 
ol(%*+y) = o(x) +o(y); 
2. 对 任意 re R,xeM 都 有 
o(rx) = ro(x). 
这 意味 着 , o 首先 是 人 到 NN 的 群 同 态 ， 因 此 , o 作为 两 群 之 间 
的 同 态 映射 , 就 可 以 讨论 o 的 核 、 象 等 等 , 可 以 推出 一 系列 简 
单 的 结论 . 
定义 2 设 M(ieZ) 是 R 模 ， 
fi:M i—M, ieZ 
是 玉 模 同 态 ， 如 果 对 每 个 ie2Z 都 有 
Img(f:) = Ker(fini), 
则 说 
. fi ff fin 


MM Mo 
是 个 正 合 列 . 
用 0 代表 只 含 一 个 零 元 的 RR 模 , 称 为 零 模 . 
命题 1 若 f: MN 是 R 模 单 同 态 , 则 
f 


0—M—N 


是 正 合 的 , 车 /是 R 模 的 满 同 态 , 则 
f 


M——>N——»0 


是 正 合 的 . 
命题 2 设 N 是 村 的 R 子 模 ， 
j: N—M, 
J:X—% 
是 杠 入 映射 ,而 
y: M— M/N, 


y:c—x+N 


是 自然 映射 ,那么 
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Os Ni MM/N— 0 
是 正 合 的 . 
证 明 两 端的 正 合 性 据 命 题 2 可 得 , 而 
Img(7) = Ker(y) 


恰 说 明 中 项 正 合 . 
定理 1 设 交换 图 
0 NM SS mp -0 
o t p 
0 4 一 -一 -一 5 一 一 一 一 <c 0 


中 两 横行 是 正 合 的 , 而 c, 7, p 都 是 单 射 . 那么 7 为 同 构 映射 
的 充分 必要 条 件 是 r, p 为 同 构 映射. 
证 明 设 7 为 同 构 映 射 . 任 取 ae4, h(a) eB, 由 于 7 是 
个 满 射 , 必 有 me 性 使 7(m) =h(a). 注意 正 合 性 , 应 有 
h(a) se Img(h) = Ker(i), 
从 而 读 (a) =0. 再 由 图 的 交换 性 知 z =pg, 故 
pg(m) = ir(m) = ih(a) = 6. 
但 p 是 单 射 , 知 g(m) =0, me Ker(g) =Img(f), 即 有 neN 使 
m=f/(n)， 从 而 有 
ho(n) = 7f(n) = 7(m) = h(a). 
由 4 是 单 射 , 知 a=o(n). 由 ae 4 的 任意 性 知 o 是 满 射 . 已 
知 o 是 单 射 , 故 o 是 同 构 . 以 下 证 明 p 是 满 射 ， 即 可 知 p 是 同 
构 . 设 ceC, 由 i 是 满 射 知 有 45eB 使 c=i(b). 由 7 是 满 射 ， 
有 meM 必 使 T(m) = 于 是 有 
| pg(m) = ir(m) = i(b) = c， 
知 p 是 满 射 . 
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反之 , 设 o 和 p 是 同 构 , be B. 由 i(5) eC,p 是 满 射 知 有 
PeP 使 p(p) =i(5b). 由 g&g 是 满 射 有 neMM 使 g(m0 =p,， 从 而 
有 

i(b) = p(p) = pg(m) = ir(m), 
故 有 
i(b -7(m)) = 0， 
b-7r(m) e Ker(i) = Img(h), 
于 是 有 ce4 使 
D -7T(m) = h(a). 
由 o 是 同 构 有 beNN 使 o(n) =a， 故 有 

b=7(m) +ho(n) = 7(m) +7rf(n) = 7T(m +f(n)), 
知 7 是 满 射 从 而 为 同 构 . 

这 种 定理 的 证 明 分 了 很 多 步骤 ,用 到 的 条 件 也 比较 多 . 如 
果 不 利用 图 表 只 靠 想象 力 , 证 起 来 是 很 困难 的 . 

像 刚刚 做 过 的 那样 ,充分 利用 图 表 ， 随 时 注意 每 个 元 的 归 
属 , 再 注意 所 属 模 的 相关 映射 的 正 合 性 、 满 性 、 单 性 , 一 步 一 
步 或 进 或 退 , 就 自然 明了 些 . 这 种 证 明 方 法 常 称 为 图 表 追 赶 
法 . 


习 题 


1. 设 必 是 模 , 证 明 下 列 说 法 等 价 : 

(a) M 没有 真子 模 ; 

(b) 任意 非 零 R 同 态 映 射 f: M->NN 都 是 单 射 ; 

(c) 任意 非 零 R 同 态 映 射 8: PM 都 是 满 射 . 

.2. 设 /: MN, g: NP 都 是 模 同 态 映 射 . 证 明 , 若 _/， 
g 都 是 单 射 , 则 gf 亦 为 单 射 ; 若 f, g 为 满 射 , 则 gf 亦 为 满 射 ; 
若 gf 是 单 射 , 则 /是 单 射 ; 车 gf 是 满 射 , 则 g 是 满 射 
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8$3 模 的 张 量 积 


线性 空间 的 张 量 积 是 多 重 线性 代数 学 中 基础 性 概念 之 一 ， 
是 几何 学 、 力 学 中 常用 的 数学 工具 . 本 节 讨 论 模 的 张 量 积 理论 
是 线性 代数 理论 的 推广 , 是 进一步 学 习 群 论 、 交 换代 数学 、Lie 
代数 和 Hopf 代数 等 学 科 的 理论 基础 . 同时 , 它 有 来 自 拓扑 学 、 
量子 场 论 等 的 学 科 背 景 . 

定义 1 设 尺 是 个 有 1 交换 环 , X 是 任意 一 个 非 空 集合 . 
看 形式 符号 的 集合 

T= {y= nx t+ +r,x,|, 

其 中 m ER, x,eX,i=1,2,…,n, 诸 x, 两 两 不 同 . 称 为? 
的 x 项 系数 . 规定 , 若 y 的 x 项 系数 r=0, 则 此 项 可 写 可 不 写 
(这 是 一 种 等 价 关系 ). 了 中 两 元 相等 ， 如 果 其 每 项 系数 都 对 应 
相同 . 

进一步 , 对 了 中 任意 两 个 形式 符号 y, z, 选取 统一 表达 式 
时 ,如 

Y = tx + 十 加 ny 
2 = SX + 十 SnXn， 
规定 加 法 运算 
y+zs= (tts)x t+ (t, + Sn) Xn, 
及 纯 乘 和 运算 
ry = (ri)xi +…+(rin)xn TER. 

称 7 对 上 述 运算 构成 的 玉 模 为 X 上 的 尺 自 由 模 . 

定义 2 ” 设 尺 是 个 交换 环 , M 和 WN 都 是 RR 模 , 是 笛 卡 尔 
积 几 xN 上 的 R 自 由 模 ， 

F= {Eris y;) |rs € R, zx: €e M, yi e v| 


bj 
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再 把 下 中 形 如 
(x1 +%2, 7) — (ti, 7) - (zs, 7), 
(x, 7 + 72) - (x, 71) ~- (x, y2), 
(rx, y) — (x, ry) 
的 元 分 别称 为 F 的 第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 元 , 其 中 x, xi， x， 
seM, y, 7y1,Y2 EN,reR. 下 的 由 所 有 的 三 种 元 生成 的 子 模 记 
为 C. 
称 商 群 F/G 为 M,N 的 张 量 积 , 记 为 M@rN, 并 记 
(xi yY) +C= D(x ® y,). 

例 1 对 于 整数 环 Z, 把 2/(2) = 1[0],[1]} 和 2Z/(3) = 
{1[0],[1],[2]| 看 成 Z 模 . 那么 , 集合 ZA/(2) xZ/(3) 上 的 自 
由 艺 模 的 一 般 元 素 为 

kA([OJ,{[1]) + 20],[21) +p({1],[0]) 
+g([1],[1]) +m([1],[2]), 
其 中 &, 1, p, gq, meZ. 
下 中 , 元 
([0],[52]) + ([0],[1]) 
=([0],[2]) -2([0],[1]) 
=([0],[2]) - (L011,[1]) ~- ([0],[1]) 
为 第 二 类 元 , 而 元 
([0],[11) = C11,[2]) = (C2511,[1]) -~ (L111,2[1]) 
为 第 三 类 元 . 
张 量 积 ZL(2) @zZA(3) 的 元 素 必 形 如 
D(x ® 7) = Dx, 7) + CG. 
看 其 中 任意 一 项 
By = (x,y)+C6, reZ/(2),ye Z/(3). 
看 ([1],[y]), 由 于 在 ZA(2) 中 -[1] =[ -1]=[1], 从 
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而 在 下 中 有 
([1],[y]) =([1,Ly]) - ([1],[y]) - ([1j[y]), 
这 说 明 在 (11],[yj])e6, 对 任何 yeZ 都 成 立 , 也 就 是 说 
[1]@ [y] = 0， 
其 中 右 端的 0 乃 是 张 量 积 ZA(2) @Z/A(3) 中 的 零 元 . 

为 计算 方便 , 我 们 先 推演 一 些 简 单 公 式 . 本 节 尺 均 指 有 1 
交换 环 ; M, N 为 RR 模 ; 张 量 积 M@rN 中 的 零 元 也 简 记 为 0. 

命题 1 对 任意 x,, x, eMM; y,, yeNireR 都 有 

(x +%2) BY = 7 BY +r BY, 
x BO) = x OB +% Oy, 
(rx) By =x®r. 
证 明 ”由 于 
(2 +%2) BY -XB -NO 
= E(x +%2, yi) — (Ki 1) — (x 7) +G 
=G 
=0， 
知 第 一 式 成 立 , 同 法 可 证 其 余 两 式 . 
命题 2 对 任意 xeM,yeN, 有 
xx 四 0 =0, 0@y=0. 
证 明 由 于 
(0,7) = (0,7y) + (x, 7) -~ (0 +*, 7) EC， 
故 0@y=0. 

从 例 1 中 我 们 已 经 看 到 , 在 张 量 积 中 . 可 能 xz0, yz0 但 
xG@7y =0. 实际 上 , ZL(2)@zZ/(3) 只 含 一 个 零 元 ,因为 [1]@ 
[y] =0, [0] @[y] =0, 对 任意 ye ZZ 都 成 立 . 

模 的 张 量 积 有 所 谓 的 泛 性 , 它 刻画 了 张 量 积 的 本 质 特性 ， 
运用 起 来 也 非常 方便 . 
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定义 3 设 尺 是 个 交换 环 , M 和 WN 是 RR 模 , 7 是 个 交换 群 . 
由 笛 卡 尔 积 对 xWN 到 了 的 映射 称 为 平衡 映射 如果 , 对 任意 x， 
Xi，X2EM,y,y! ,YeN 及 reR 人 恒 有 
xz + x,y) = f(x1, 7) + f(xs, 7), 
fx, yt+ya) = f(x, yi) + f(x, y,), 
f(x, ry) = f(rx, 7). 
例如 , 规定 
f:MxN—M@anN, 
f: (x,7) =>%@y, 
则 /是 Wixw 到 MG@axAw 的 一 个 平衡 映射 . 
定理 1 设 只 是 交换 环 , MM 和 NN 是 情 模 ,op 是 用 xN 到 交 
换 群 P 的 一 个 平衡 映射 , 且 
f:MxN-—»M 人 ON, 
f: (x, 7) x BY. 
那么 , 必 有 MG@ANW 到 已 的 唯一 一 个 群 同 态 映射 , 广 , 使 图 


MxN 一 二 -Mew 


9 fF 
P 


交换 . . 
证 明 规定 MxN 上 的 愉 自 由 模 下 到 己 的 一 个 映射 
无 : FE—P, 
h: Drilxi, 7i) 一 Dy riplxi, 7), rieR. 
易 知 天 是 个 群 同 态 . 任 取 下 中 的 一 个 第 一 类 元 素 
Q = (x + X%2， 7) 一 (x1, 7) 一 (x,， y)， 
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则 
h(a) = p(x + x2, 7) ~ p(x1, y) ~ prs, Y), 
而 9 是 平衡 映射 , 故 h(a) =0, 即 ae Ker(h). 进一步 知 中 
三 型 元 生成 的 子 群 G 含 于 上 的 核 . 
规定 MB@ nN = F/G 到 PP 的 映射 
f: Do rl Dd > rsp (Yi, 7;): 
先 来 说 明定 义 的 合理 性 . 若 
QI) = Dh B99), 
其 中 局 ke R; x, ueM;y,, v.eN, 则 说 明 
Ds yp) - Dhlu,, ) e CC Ker(h), 
从 而 
a| BD blr, y;) 一 DD kv,, v,) | = 0， 
也 就 是 
Dp %) ~ Bhplu,, v) =0, 
Dplxi, 1) = Pkglu,, 9). 
这 说 明了 为 一 确定 映射 . 
由 于 广 是 “ 逐 点 ”进行 的 , 易 证 它 是 模 同 态 . 
设 (x, 7Y) e MxN, 则 有 
(Fx,7)) = f(r, 7)) 
=f° (x®@Y) = p(x, 7), 
即 图 形 可 换 . 
最 后 , 往 证 . 广 的 唯一 性 . 设 广 也 是 MQ@N 到 己 的 丸 模 同 态 
且 在 MxAw 上 有 
ff=o=ff 
任 取 r(x @y) eM@N, 则 
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f | > ra Xi; @ y;) ] = Dreplxi, y;) 
= Drf fx, 1)) = f° {Br »)) | 


=f'| Sr ®») |], 


即 知 f* = 三. 

进一步 , 还 有 如 下 的 “唯一 性 ”定理 . 

定理 2 设 尺 是 个 交换 环 , M 和 六 是 尺 模 ;了 是 交换 群 ， 
且 有 MNMxN 到 了 的 一 个 平衡 映射 r, 对 于 NMxN 到 任意 交换 群 
P 的 平衡 映射 下 都 有 唯一 的 了 到 书 的 群 同 态 , 使 图 形 


MXN T T 
~ Te* 
P 
可 换 , 则 了 与 M@aN 群 同 构 . 
证 明 看 图 ， 


了 
Ff* 
一 - 工 -一 


对 于 平衡 映射 +, 必 有 唯一 的 f°: MG@N 一 7 使 *= 广 /而 对 于 
平衡 映射 f, 又 必 有 唯一 确定 的 7 : T 一 MOQAN， 使 f=7'7. 于 
是 得 
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f=rr= (7 )F, 

但 只 能 有 唯一 的 群 同 态 p: MB NMBN 使 pf=f,p 乃 是 M@N 
上 的 恒 等 映射 1, 即 7'f” =1, 同 理 /*7”=17, 这 说 明 广 是 M@ 
六 到 了 的 网 构 上 映射 . 

由 于 这 种 同 构 性 , 今后 再 提 到 M 和 的 张 量 积 可 不 考虑 
其 具体 由 下 和 C 构造 的 过 程 , 而 只 利用 定理 1 和 定理 2 揭示 的 
“ 泛 性 ”所谓 M 和 WN 在 丸 上 的 张 量 积 就 是 MH xm 到 交换 群 了 
的 一 个 平衡 映射 +, 它 具 有 所 说 的 “ 泛 性 ”, 而 且 我 们 记 x@y = 


T(x, 7). 
命题 3 对 任意 右 有 R 模 MM 都 有 MS@rR=M. 
证 明 建立 映射 


op: Mx R—M, 

p: (XxX, rT) 一 2X7. 
容易 看 出 这 是 个 平衡 映射 ,利用 泛 性 , 必 有 唯一 的 群 同 态 广 使 
下 图 可 换 : 
® MOR 


9 广 
M 


注意 广 是 尺 同 态 , 且 广 @ =p, 故 

f | Ex 8»)| = Shp, rn) = Thr 
对 于 任意 x*eMM, f(x@1) =xl =x, 即 知 f 是 个 满 射 . 

如 果 有 a = h(x 加 7) eM@R 使 (a) = 0, 即 
了 Wxir = 0, 那么 ,由 和 @r=xin@1 可 知 
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名 
ll 
一 


Birx) 81=081=0, 
三 为 单 射 . 
所 以 ,f° 是 M@R 到 R 的 同 构 映射 . 
命题 4 对 任意 R 模 M、N 都 有 M@rN=M@aM. 
证 明 建立 MxN 到 N@M 的 映射 p， 
9p: (x,7)—y®zx, xe M,yeN, 
显然 p 是 平衡 映射 . 利用 MM@&N 的 泛 性 , 必 有 MG@N 到 NG@M 
的 群 同 态 广 使 = 广 @. 于 是 , 对 任意 (x, y) e MxN, 有 
六 (xzQ@7y) = (Ff OB)((x,7)) = 9(%,7) = Ox. 
同 理 , 有 N@M 到 MBN 的 群 同 态 g", 使 
E (yr) =r+@. 
进一步 , 易 知 f"g” =1, gf” =1, 从 而 知 扩 为 同 构 映射 
命题 5 若 
f:M— M'’, gE: AN 一 及 
均 为 尺 模 同 态 , 则 必 有 了 唯一 确定 的 MG@asNV 到 M'@rN' 的 群 同 态 
映射 r, 使 得 
zz 四 7) = f(x) ® g(7). 
证 明 看 人 MxN 到 MM'B8N' 的 映射 9， 
p(x, y) = f(x) ® gl(7), 
易 知 p 是 个 平衡 映射 . 利用 MG@N 的 泛 性 , 必 有 MBN 到 M'@ 
N' 的 唯一 确定 的 群 同 态 o, 使 下 图 可 换 ; 
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即 对 任意 xeM,yeN 有 
xz 四 7y)= (0o 8)((x, y)) 
= p(x, 7) = f(x) ® g(7). 
由 于 映射 r 是 由 .Ag 唯一 确定 的 , 就 把 og 记 为 1/@g, 即 有 
(fg) = (x B77) = f(x) Be(y), re M,yeN. 
当然 , 对 M@N 的 任意 元 》 r(x; @@y) 有 


VY@e) [Er 8 | = Ef) Bly). (*) 


这 里 , 我 们 是 利用 泛 性 导出 f@g 的 定义 , 而 不 是 把 ( * ) 当 
成 定义 式 , 表面 绕 开 了 合理 性 问题 . 

对 于 一 般 非 交换 环 上 的 左 、 右 模 的 张 量 积 理论 的 研究 也 很 
重要 , 但 需要 更 多 的 准备 知识 ,不 在 本 课 中 介绍 了 . 
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